tuoitre
CHUYEN PE 9

PHUGNG PHAP TQOA PQ TRONG KHONG GIAN

Céc bai todn vé toa do trong khong gian thudng cé cdc yéu cau xdc dinh toa do clia diém,
vectd, 6 dai doan thing, tinh géc 2 vectd, cdc van dé v& mit phing va dudng thing trong khong gian
(phuong trinh, vi tri tuong ddi, song song, vudng géc, sd do géc, khodng cich,... ). Tuy theo tiing
trudng hop ta can lvu y van dung cdc ki€n thifc cd ban sau day :

I. Toa 46 diém. Toa dj vecto

Trong khdng gian toa do vudng géc Oxyz c6 3 vectd don vi trén ba truc Ox, Oy, Oz Ian lugt 1a
€, €,, €.

* Cho M(x, y, z) thi OM =X.€ +Yy.€, +2.€,.
*Cho a =(aj,az a3)thi a =a;.€ +ax€, +as.€,.
II. Cac phép todn trén toa do di€m, vecto
1. Cac phép toan trén toa do diém

Cho hai diém A(x,, V1, Z1) va B(Xa, y2, Z2). Ta ¢6 nhém cdng thitc tinh toa do vectd E, khoang
cach giira hai di€ém A, B va toa d6 diém M 1a chia doan AB theo ti sd k # 1

* @ =(X2—X1,Y2—Y1,Z22— Z1)
i ‘E‘ - \/(Xz _X1)2 +(y2 _y1)2 + (2, _Zl)z

* ( X=X1—kX2 =Y1_kYZ Zzzll_llizz )

1-k 1-k
2. Cac phép toan trén toa do vecto

Cho hai vecto a = (ay, as, a3), b = (by, by, b3). VGi o va B 1a 2 s0 thuc ta c6 cdc cong thic tinh
va cong thitc quan hé sau :
a) Cong thuc tinh todn

o.8+B.b =(a.a;+B.by, d.ar+ B.by a.ay+P.by)

—

a.b=ab+axby+a,b,

i a,.b, +a,.b,+a;b
cos (a’b) — 1°~1 2°72 3°3
\/alz +a,’ +a, .\/bl2 +b,” + b}

b) Cong thic quan hé



a =b,

a=b < <a,=b,
a3:b3

a cingphuong b < ( L =22 =33 ) (b1, b, b, # 0)

albe al.b1+a2.b2+a3,b3=0
Chii Y :

Géc hai dudng thing chéo nhau trong khong gian 13 géc nhon tao bdi hai vects chi phuong clia
2 dudng thang do.

MAT PHANG
I. Phuong trinh mit phiing
1.* Phuong trinh tham s& ctia mit phdng o qua M(Xo, yo, Zo) c6 cip vecto chi phuong a = (a,

as,a,), b =(by, by b,) victla :
X =X, +ta, +t,b,
y=y,+ta, +tb, t,tr € R
z=1z,+ta, +t,b,
2.* Phuong trinh tdng quit cia mit phing o 1a :
Ax+By+Cz+D=0v6i A>+B*+C*>0
Mit phing o c6 : phdp vectd : ii = (A, B, C)
3.* Phuong trinh mit phing qua M(Xo, Yo, Zo) va vudng géc vdi vecto
n =(A,B,C)vi€tla: (x —x0)A + (y—yo)B +(z—20)C=0
4.* Phuong trinh mit phing qua M(Xo, yo, Zo) va nhin 2 vectd chi phudng
a=(a,axa,) b=(b,byb,)vi€tla

a &
b, b

4 8 a &
b, D b b,

5.* Phuong trinh mit phing cit ba truc toa do tai A(a, 0, 0);

(X=X, )+ (Y—Y)+ (z-2,)=0.

B(0, b, 0); C(0, 0, ¢) vdi a.b.c # 0 viét 1a :

§+X+E=1
a b ¢

IL. Todn trén mit phing
1. Khodng cdch tif mot di€m dén mot miit phing

Khodng céch tir M(xo, Yo, Zo) dé€n



o:Ax+By+Cz+D=01Ia:
He |AXO+ByO+CzO+D|
JA? +B? + C?

2. Vi tri tuong doi giita hai mit phing

M

Cho hai mit phdng o, B c¢6 2 phdp vectd lan lugt1a 1 = (A, B, C),
n, =(A;, B, Cy)

Vi tri gitta hai mit phdng o, B 14 vi tri giita 2 phdp vectd i, 1, :

o/l B & f /i,

oa LB < n 1l n

a cit B < 1 khdc phuong 1,
PUONG THANG

I. Phuong trinh dudng thing
1.* Phuong trinh tham s6 ctia dudng thing A qua

M(xo, Yo, Zo) ¢6 vectd chi phuong & = (a;, az, a,) viét 12

X=X, +ta,
y=Yo+ta, .t € R(HeD.
Z=1,+1a,

Néu aj.as.a3# 0 ta c6 phuong trinh chinh tic 1a:

2.* Phuong trinh tong quit cia dudng thing A xdc dinh bdi giao tuyén 2 mit phing o va B
viét1a :
Ax+By+Cz+D=0 o
{ y (o) an

Ax+By+Cz+D, =0 (B)
Ghi chu:

Cho phuong trinh dudng thing A x4c dinh bgi hé (II). P& viét thanh phuong trinh tham
sO ctia dudng thing ta c6 thé ditz =t va tinh x, y theo t tir hé (I) va nhd hé (I) ta c¢6 dugc vectd
chi phuong va diém ctia A (hoic x =t,

hoic y =t, nén chon lya 4n phu t d€ phép tinh hai bi€n con lai theo t dudc don gidn).

3.*Phuong trinh mit phang chita dudng thang (d) :
Ax+By+Ciz+D; =0



Cédang: m(Aix+Biy+Ciz+D))+n(Ax+Byy+Coz+Dy)=0 (*) v6i m, n khdong déng thoi
bing 0. Phudng trinh (*) goi 1 phuong trinh cia chiim mit phdng xdc dinh bdi dudng thing (d).
Chii ¥ :Néu m= 0 thi n khdc 0, chia hai vé ciia (*) cho n ta c6

(*) thanh AzX + Bzy + CzZ + D2 =0
Né&u m khéic 0 chia hai vé ciia (*) cho m ta co:

AX+Biy+Ciz+Di+h (Ax +Boy + Coz + D) = 0 v6i h=2
m

Viy chiim mit phing chita dudng thing (d) c6 dang:
Aix+B1y+Ciz+Di+h (Ax + Boy + Coz + Dy) = 0.
hay AzX + Bzy + CQZ +D; = 0.
Vin dé 1
TIM PHUONG TRINH MAT PHANG

> Phuong phap :

Thong thudng ta c6 3 cich sau :

- C4ch 1 : Tim mdt di€m va mot cip vectd chi phuong clia mit phing.

- C4ch 2 : Tim mdt diém va mot phap vecto clia mit phiang.

- C4ch 3 : Diing phuong trinh chiim mit phing.

Vandé 2 : )
TIM PHUONG TRINH PUONG THANG

> Phuong phap :
Thong thudng ta ¢6 2 cdch sau :

- Céch 1 : Tim mdt diém va mot vectd chi phuong clia dudng thing.
- Céch 2 : Tim phuong trinh téng quit cia 2 mit phang phan biét cling chita dudng thing can tim.
- Ghi chi : Trong 2 cich, thuc chat clia viéc tim phuong trinh dudng thing 13 tim phuong trinh 2 mit
phing ciing chita dudng thing 4y. C4i khé 1a phai xdc dinh dugc 2 mit phing phan biét nio cling
chita dudng thing can tim. Thong thudng ta hay gip 3 gid thuyét sau :
+ Pudng thing (A) di qua di€m A va cit dudng thing d : Khi d6 dudng thing (A) nim trong miit
phing di qua A va chia d.
+ Pudng thing (A) di qua di€m A va vudng géc v6i dudng thing d : Khi d6 dudng thing (A) nim
trong mit phing di qua A va vudng géc vdi d.
+ Pudng thing (A) song song v&i d; va cit d, : Khi d6 dudng thing (A) nim trong mit phing chifa d,
va song song vd&i d;.

Chéng han :

1. Lap phuong trinh dudng thing (A) di qua di€m A, vudng géc vdi dudng thing a va cit dudng thing
ay.

% Céch gidi :
- (A) di qua A va vudng géc vdi d nén (A) nim trong mit phing o di qua A va vudng géc véi d.
- (A) di qua A va cit d nén (A) nim trong mit phang B di qua A va chia d. Khi d6 (A) chinh 13 giao
tuyé&n cda o va P.

2. Lap phuong trinh dudng thing (A) di qua di€m A va cit ca hai dudng thing d; va ds.

% Cdch gidi :
- (A) di qua A va citd; nén (A) nim trong mit phing o di qua A va chifa d;.



- (A) di qua A va cidt d, nén (A) niim trong mit phang B di qua A va chia ds.
Khi d6 (A) chinh 12 giao tuyén clia a. va P.
3. Lap phuong trinh dudng thing (A) di qua giao diém A clia dudng thing d va mit phing o, vudng
géc véi d va nim trong o.
% Céch gidi :
- TUr gid thuyét ta da c6 (A) < a.
- (A) qua A va vudng géc v6i d nén (A) nim trong mit phang B di qua A va vudng géc véi d.
Khi d6 (A) chinh 1a giao tuyén clia o va P.
4. Lap phuong trinh dudng thing (A) song song v6i dudng thing (D) va cit 2 dudng thing d; va d,.
% Céch gidi :
- (A) song song vdi (D) va cit d; nén (A) niim trong mit phing o chita d; va song song véi (D).
- (A) song song v6i (D) va cidt d, nén (A) ndm trong mit phazlng B chita d, va song song vdéi (D).
Khi d6 (A) chinh 1a giao tuyén clia o va P.

Vindé3
HINH CHIEU

Bai todn 1 : Tim hinh chi€u vudng géc H clia di€ém A trén dudng thing (d)
> Phuong phap :

(d) LA

|/“'|

- Céch 1 : (d) cho bdi phuong trinh tham s6 :
+H e (d) suy ra dang toa d6 ctia di€m H phu thudc vio tham sd t.

+ Tim tham s6 t nh3 didu kién AH J.;i

- Céch 2 : (d) cho bdi phuong trinh chinh tic, goi H(x, y, z)

+ AHLa, (%)

+H e (d) : Bi€n ddi ti 1& thic nay d€ dung diéu kién (*), tir 6 tim dugc x, y, z.
- Cdch 3 : (d) cho bdi phuong trinh tdng quat :

+ Tim phuong trinh mit phing o di qua A va vuong géc v6i dudng thing (d).

+ Giao di€m cia (d) va (a) chinh 13 hinh chi€u H ctia A trén (d).

Bai todn 2 : Tim hinh chi€u vudng géc H ctia dié€m A trén mit phing (o)
-Céch1:Goi H(x,y, z)

+H e a(*)

+ AH cling phuong véi nz : Bi€n d6i i 1& thitc nay d€ dung diéu kién (¥), tir d6 tim dudc x, y, z.
-Céch?2:

+ Tim phuong trinh dudng thing (d) di qua A va vudng géc véi mit phing (o).
+ Giao di€m cda (d) va (o) chinh 14 hinh chi€u H cdia A trén mit phing (o).



Bai todn 3 : Tim hinh chi€u vudng géc (A) clia dudng thing (d) xuéng mit phing a.
- Tim phuong trinh mit phing B chita dudng thing d va vudng géc v6i mit phing a.
- Hinh chi€u (A) clia d xudng mit phiang o chinh 12 giao tuyé&n cia o va .
Bai todn 4 : Tim hinh chi€u H clia A theo phuong dudng thing (d) 1én mit phing (o).
» Phuong phap :
- Tim phuong trinh duding thing (A) di qua A va song song véi (d).
- Hinh chi€u H chinh 12 giao di€m clia (A) va (o).
Bai todn 5 : Tim hinh chi€u (A) clia dudng thezmg (d) theo phuong cliia dudng thfmg (D) Ién mit
hiing (o).
> Phuong phgp - @ \ v

[

- Tim phuong trinh mit phiang (B) chita (d) va song song vdi (D)
- Hinh chi€u (A) chinh 1a giao tuyén cda (o) va (B)

!{d’n déd
POI XUNG

Bai todn 1 : Tim di€ém A’ d6i xtiing vdi A qua dudng thing d.
» Phuong phap :

- Tim hinh chi€u H clia A trén d.

- H1a trung di€m AA’.

Bai todn 2 : Tim di€m A’ d6i xiing vdi A qua mit phiang o.
» Phudng phap :

- Tim hinh chi€u H clia A trén a.

- H1a trung di€m AA’.

Bai todn 3 : ’I‘lm phuong trinh dudng thing d ddi xitng vdi dudng thing (D) qua dudng thing (A)
» Phuong phap

- Trudng hdp 1 (A) va (D) cidt nhau : A (D)

(A)

\\d

+ Tim giao di€m M cida (D) va (A).
+ Tim mot di€m A trén (D) khic vdi di€m M.
+ Tim diém A’ d6i xting v6i A qua (A)
+ d chinh 13 dudng thing di qua 2 di€m A’ va M.




- Trudng hgp 2 : (A) va (D) song song :
+ Tim mot diém A trén (D)
+ Tim di€m A’ d6i xing vdi A qua (A)
+d chinh 13 dudng thing qua A’ va song song véi (A)
- Trudng hgp 3 : (A) va (D) chéo nhau :
+ Tim 2 di€ém phan biét A, B trén (D)
+ Tim diém A’, B’ 1an lugt 1a diém d6i xing clia A, B qua (A)
+ d chinh 12 dudng thing di qua 2 di€ém A’, B’.
Bai todn 4 : Tim phuong trinh dudng thing d d6i xting v6i dudng thing (D) qua mit phing o.
> Phuong phap :
- Trudng hgp 1 : (D) cdt o
+ Tim giao di€m M cida (D) va ()
+ Tim mot di€m A trén (D)
+ Tim di€m A’ d6i xitng véi A qua mit phing o .
+ d chinh 13 dudng thing di qua hai diém A’ va M .
- Trudng hgp 2 : (D) song song vdi a.

(D) A

[/

d A

- Tim mot di€m A trén (D)
- Tim di€ém A’ d6i xting v6i A qua mit phiang a.
- d chinh 13 dudng thing qua A’ va song song véi (D)

Vindé 5
KHOANG CACH

Bai todn 1 : Tinh khodng cédch tir diém M(xo, yo, Zo) d€n mit phing o :
Ax+By+Cz+D=0

> Phuong phap :
|Ax0 + By, +Cz, + D|

\/A2 +B*+C?
Bai todn 2 : Tinh khodng cdch tir di€ém M dén dudng thing (A)

» Phuong phap :
- Tim hinh chi€u H ctia M trén (A)

- Khodng cdch tir M dén (A) chinh 12 d6 dai doan MH.
Bai todan 3 : Tinh khodng céch giita 2 dudng thing song song d; va d».
> Phuong phap :

dM,a) =



- Tim mot diém A trén d,.
- Khodng cédch giita d; va d, chinh 1a khodng cach ti diém A dén d,.
Bai todn 4 : Tinh khodng c4ch giita 2 mit phing song song o :
Ax+By+Cz+D;=0
VapB: Ax+By+Cz+D,=0
> Phuong phap :

. o A . D,-D
Khoédng céch gitta o va B dugc cho bdi cong thitc : d(a.p) = | ! 2|

VA? +B*+C?
Bai todn 5 : Tinh khodng cédch giita 2 dudng thing chéo nhau d; va d,
» Phudng phap :
-Céch1:
+ Tim phuong trinh mit phing o chita d; va song song véi ds.
+ Tim méot di€m A trén ds.
+ Khi dé d(d;, d») = d(A, o)
-Céch2:
+ Tim phuong trinh mit phing o chita d; va song song véi ds.
+ Tim phuong trinh mit phang B chita d, va song song véi d;.
+ Khi d6 d(d;, d») = d(a, B)
Ghi chii :
Mit phiang o va B chinh 12 2 mit phing song song v6i nhau va 1an lugt chita d; va d.
-Céch3:
+ Viét dudi dang phuong trinh tham s& theo t.
+ Viét d, du6i dang phudng trinh tham s& theo to.
+ Xem A € d; = dang toa do A theo t;.
+ Xem B € d, = dang toa do B theo t,.

+ Tim vectd chi phuong ;;a_; 1an luot cda d; va ds.

> o

ABla;, . N
, tim dugc t; va t;

ABla,

+ AB la doan vudng géc chung d,, d;. <
+ Khi dé6 d(d,, d;) = AB

Vin dé 6
GOC

Cho 2 dudng thing d va d’ ¢6 phuong trinh :

d: 22%0 _ Y=Y _27% g X% _Y~Yo _Z27%

" a b c oa b' c'
Cho 2 mit phing o va B c6 phuong trinh :
a:Ax+By+Cz+D=0 B:Ax+By+Cz+D’ =0

1. Géc giita hai dudng thing d va d’ :
|aa'+bb'+cc'|

\/a2 +b%+c? \/a'2 +b?+c?

cosQ =

2. Géc giita hai mit phang o va B :



|AA'+BB+CC]
VA2 + B2 +C2A?+B24+C2
3. Géc giita dudng thing d va mit phing o :

cosQp =

) |Aa+Bb+Cc|
sing =
\/A2+B2+C2\/a2+b2+c2
Chiy: -dLd <aa’+bb’+cc’=0
-alP < AA’+BB +CC =0

- d song song (hoic nim trén) mit phing oo < aA +bB +cC =0

Vdn dé 7

VI TRI TUONG POI CUA HAI MATPHXNG
Cho hai mit phing o va B c6 phuong trinh :
oa:Ax+By+Ciz+D;=0 B:Ax+By+Cxz+D,=0

- - R . . 2 N « « N 2
Goi n, =(A,,B,,C)),n, =(A,,B,,C,) 1an lugdt 1a phdp vectd cua 2 midt phang trén va M la mdt di€ém
trén mit phing o.

. - -
-acatf <> n; va n, khong cung phuong.

— —
- o song song P = {nl van, cung phuong

M B

> -
- o tring B = {nl van, cung phuong

Mep
N&u Ay, By, Ca, Dy # 0 thi ta ¢6 cdch khéc :
-a.citp SAB:Ci#A By G

Al Bl Cl Dl
-asongsongf} & —tLt=—tl=—lx—Ll
A2 B2 CZ D2
A_B_G D

- o trung B <:>A_B c "D
2 2 2 2

Vén dé 8
VI TRi TUONG POI CUA 2 PUONG THANG
- Céch 1 : Xét hé phuong trinh toa do giao di€m clia hai dudng thing d; va d,.
+ Hé c6 mot nghiém duy nhat : d; cdt ds.
+ Heé ¢6 vo s6 nghiém : d; va d, trung nhau.

+ Hé v6 nghi€ém :
- -

ay, vaay, cung phuong : d; // d,.

- -

ay, vaay, khdng cung phuong : d; va d; chéo nhau.
-Cich2:
2 - - i N
+ Tim vecto chi phuong a, ,a,, cuad;va ds.
+Timdi€ém A € d; va B € d,.
A ed,d, =d,

- -
a) a, vaa, cung phuon
) g vdag, CUNg p & <A ¢d,:d, //d,



b) ajl va a:z khong cung phudng ta c6:
i) néula,,a, |AB=0 thidd, cdtnhau.

i)  néu[d,,d, |.AB=0 thidd;chéonhau.

Véin dé 9
VI TRI TUONG POI GITUA PUONG THANG VA MAT PHANG
-Céch1l:
Xét hé phuong trinh toa dd giao di€m cia dudng thing d va mit phing o.
+ Hé v6 nghi€ém : d// o.
+ Hé ¢6 nghiém duy nha't : dcita
+ Hé vo s6 nghiém : dca
-Cach?2:

— - N
Tim vectd chi phuong a cta d, phdp vectd n cla o va tim di€ém A € d.

+an#0 (Z khong vudng géc n ) :d cit o

-> - - - [JAga:d//
+ an=0(aln) Fodiio
Aceadca

Vidu 1:
Lap phuong trinh mit phing chita dudng thang (D)

x—-2z=0
3x-2y+z-3=0
va vudng géc v6i mit phing (P): x -2y +z+5=0
Gidi

Phudng trinh tham s& cta (D) viét

X =2t

7 3
:—t——
Y=oy
z=t

Mit phing (Q) chia (D) va vudng géc (P) sé di qua diém

M( 0, —g, 0 ) e (D) va c6 cdp vectd chi phuong 1a a = ( 2, %’ 1 ) (vectd chi phuong cia (D) va

n =(1,-2, 1) (phdp vectd cia (P)).

-2 1 11 1 -2
Do d6, mot phdp véctd cua lan=2 ; ; =
5t phap (Qlf, 11‘12‘21
2 2
= (= 11,2, 15)

10



Vay phuong trinh (Q) viét

-1Ix+2(y +§)+152 =0« llx-2y- 15z-3=0.

Céch khac:

Pt miit phing (Q) chita (D) va vudng géc (P) c6 dang:

x-2z = 0 (loai) hay m(x-2z) +3x -2y+z -3=0.

Vay pt (Q) c¢6 dang: (m+3)x -2y +(1 2m)z -3 =0.

(Q) vudng géc véi (P)néntacé: m+3+4+1-2m=0
=>m=2_8.

Vayptmp (Q)la: 11x-2y- 15z-3=0.

Xdc dinh cdc tham s6 m va n d€ mit phing 5x + ny + 4z + m = 0 thudc chim mit phing c6
phuong trinh :

aBx-Ty+z-3)+PBx-9y-2z+5)=0
Gidi
Chiim mit phing c6 phudng trinh
aBx-Ty+z-3)+PBx-9y-22+5)=0

chita dudng thing (D) c6 phuong trinh :

{3X—7y+z—3=0

x-9y—-2z2+5=0
D€ mit phing (P) : 5x + ny + 4z + m = 0 thudc chiim mit phing trén thi (P) chita (D) nghia 1a
chia 2 diém A(%, 0,§j ,B (31 J OJ e (D). biéu kién d€ (P) chita A, B thi m, n thda hé phudng

7 10°10°
trinh :
5 18
7+4.7+m=0 m=-11
31 - n=-5
5,0—~+-—mn+m=0 Bl
10 10

Vi du 3: ( DH KHOI A-2002) Trong khong gian v4i hé toa do Pécac vudng géc Oxyz cho hai dudng
thang:

5 40 x=1+t
— +7z—-4= .
Ay 7T va Ar: {y=2+t
X+2y-2z+4=0
z=1+2t

a) Viét phuong trinh mit phing (P) chita dudng thing A; va song song v6i dudng thing A,.

11



b) Cho diém M (2; 1; 4). Tim toa d6 di€m H thudc dudng thing A, sao cho doan thing MH c6 do
dai nhd nhat.
BAIGIAL:
a) (P)chta Ay va // A
a = (2,3,4); a,, =(1,1,2); ArquaM (0,-2,0)
Mit phing (P) c6 pvt |ay ,as. | =(2,0,~1)
P):2x—-z=0
b)M(2,1,4); He Ay; MHmin< MH 1L A,
C1: Goi (Q) 1a mit phing qua M va vudng géc véi A,.
Pt(Q):x+y+2z-11=0; {H=(Q NnA=H(Q2,3,3)
C2: MH=(-1+t, 1+t,-3+2t),v6iH e A,
Do MH.a,, =0=t=1. Vay diém H (2, 3, 3).
Vidu4: (DH KHOA’I B-2002) Cho hinh 1ap phuong ABCDAB;C;D; c6 canh bing a.
a) Tinh theo a khodng cdch giita hai dudng thing A\B va B\D .
b) Goi M,N,P 1an luct 1a céc trung di€m cda cdc canh BB;, CD,A;D, .Tinh gbc gilta hai dudng
thang MP va C|N .
BAI GIAL:
Chon hé truc toa d0 Axyz sao cho ta c6 :
A (0,0,0); A;(0,0,a); B(a,0,0); B;(a,0,a)
C(a,a,0); Ci(a,a,a); D(,a,0); D;(0,a,a)
Suyra  M(a,0, ); N(%,a,0);P (0, %, a)
a) AB =(a,0,-a) B,D=(-a,a,-a)
Goi (P) 1a mp qua BiD va (P)// A|B
= (P) ¢6 phdp vectd n =(1,2,1)
=>Pt(P):x+2y+z-2a=0
=d(AB,BD)=d B, (P)) =

a
V6
b) MP =(-a, 3, 3).CN=(-3},0, -a)
Tacé: MP.C,N =0= MP L C|N.
Viy géc giita MP va C;N 1a 90°.
Vi du5 ( PH KHOI D-2002): Trong khdng gian v6i hé toa d6 Pécac vudng géc Oxyz, cho mit phing
(P): 2x —y + 2 = 0 va dudng thing dp, :
Cm+Dx+(1-my+m-1=
{mx+(2m+1)z+4m+2=0

0 (m 12 tham s0)

Xdc dinh m d€ dudng thing d,, song song vdi mit phing (P).
BAIGIAL

1 vectd chi phuong cua (d,) 1a :

2 =(2m’+m+ 1, -2m +1)% - m(1 — m))

1pvtcia (P)1a n =(2,-1,0)

yebt< 2 .n =0 —4m* +2m+2 + (4m* +4m + 1) =0

c>6m+3:0<:>m:—%
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Vi du 6 ( DPH KHOI A-2003): Trong khong gian v4i hé toa do Pécac vudng géc Oxyz cho hinh hop
chit nhat ABCD.A’B’C’D’ ¢6 A trung vdi gdc toa do, B(a;0;0),

D(0; a; 0), A’(0; 0; b) (a>0,b>0). Goi M 1a trung diém CC’.

a. Tinh thé tich khdi ti dién BDA’M theo a va b.

b. Xéc dinhty s6 % d€ hai mit phing (A’BD) va (MBD) vudng géc v6i nhau.

BAIGIAL A (0,0,0); B (a, 0, 0); C (a, a, 0); D (0, a, 0)
A’ (0,0,b); C’ (a, a, b); M (a, a, g)

a) BD=(-a,a,0); BA'=(-a,0,b); BM =(0,a,g)
= [ﬁ),B—A‘} = (ab,ab,a’)
3’b a’b

. 2
=N V:l‘[BD,BA'] .BM‘ L 802 330 _ab 4o
6 6 277 12 4

b) (A’BD)c6 vectd phap tuyén | BD,BA | = (ab,ab,a’) hay n =(b,b,a)

(MBD) ¢6 vectd phép tuyén
[ﬁ,ﬁ]:(ﬁ,@,—az) hay m =(b,b,~2a)
2 2
Tacé:(A’BD) L (MBD)< m.n =0
ob+b*-2a’=0a=b(a,b>0) < %zl
Vidu 7 ( DH KHOI B-2003): Trong khong gian véi hé toa @6 Pécac vuong géc Oxyz cho hai di€m
A(2:0:0), B(0;0:8) va di€m C sao cho AC = (0;6;0). Tinh khodng cich tir trung di€m I ctia BC dén

dudng thing OA.

BAIGIAL A (2; 0; 0); B (0; 0; 8).
Xc=2

AC =(0;6;0) < {y.=6 < C(2;6;0).1trung diém BC = 1(1; 3;4)
z.=0
Xx=t
Pt tham s6 OA : {y=0

z=0

(v)quall OA =(2;0;0):2(x-1)=0<=x-1=0
Toa d6 {H} = OA N (o) thda :

x=1
:t, :0’ :O n
PERYEREEY o )y =0 . vay H(1;0;0).
x—1=0 0

7=

d(I, 0A) =IH = /(1-1)> +(0—-3)* + (0—4)* =5.
Vidu 8 ( PH KHOI D-2003): Trong khong gian véi hé toa do Pécac vudng géc Oxyz cho dudng

thing dy : {

Tim k d€ dudng thing di vudng géc vdi mit phing
(P): x-y-2z+5=0
BAIGIAL n, =(1, 3k, -1); n, =(k -1, 1)

X+3ky—z+2=0
kx—y+z+1=0
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Ay =3k-1,-k—-1,-1-3k%

nP = (19 _17 _2)

—_— —_—

dy L (P) < 4 cung phuong Np

. k=1
3k-1 -k-1 -1-3k
P = = = 1 k=1
1 -1 -2 k=lvk=—

Vi du9 ( DH KHOI A-2004): Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy
ABCD Ia hinh thoi, AC cit BD tai gdc toa do O. Bi€t A(2; 0; 0), B(0; 1; 0), S(0; 0; 2+/2). Goi M 1a
trung di€m ctia canh SC.

a) Tinh géc va khodng cdch hai dudng thing SA, BM.

b) Gia st mit phing (ABM) cit dudng thing SD tai di€ém N. Tinh thé tich khdi chép S.ABMN.

BAIGIAL Cich 1:

GT = SO L (ABCD); SA =SC = 24/3
a) Tacé OM // SA = Géc (SA, MB) 1a OMB
OB

OB L (SAC) = OB L. OM AOBM ¢6 tg OMB = oM
— 1 — 0
= tgOMB =—= OMB =30
g N

Vé OH L SA = OH L OM va OH L OB = OH L (OMB)

Vi SA // OM = SA // (OMB)

— d (SA, MB) = d(H, (OMB)) = OH = %
b) (ABM) N SD =N = N Ia trung di€m SD
Vepun  SM SN 1 1 1
Lt = —Vgpep == Vs
VSBCD SC'SD 4 SMNB 4 SBCD 3 SABCD

1
Tuong tu: Vsapn = ZVSABCD

Ta co:

R 3
Vay: Vsapmn = Vsmng + Vsapn = gVSABCD

=311 cBDSo=L 422V2 =2 (@viy)
832 16

Céch 2: a) O 1 trung di€ém BD = D (0; —1; 0)
O 1a trung di€ém AC = C (-2; 0; 0)
M 1a trung diém SC = M (-1;0:+/2)
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SA=(2; 0;- 242); BM =(-L;-1;3/2)
Goi ¢ la géc nhon tao bdi SA va BM

|-2+0-4 3
NErN TSy
Goi (o) 1a mp chira SA va / BM
= PT (o) : V2x+2-2/2=0
26
==
b) Ptmp(ABM): \2x+232y+32-2+/2=0

x=0
Pt tham s6 SD: {y=—1+t (t € R).

Z=2x/§t

N 1a giao di€m cda SD va mp (ABM) = N(O;—%;\/E)

= ¢ =30’

CosQ =

Ta c6 d(SA, BM) =d(B, o)

BS=(0;—1:24/2); BA =(2;-1;0)
BN = (Q—%;ﬁ) ; BM = (~1;-1;v/2)

[B—s,ﬁ\r] = (242:0:0); [B—S,ﬁ\q.ﬂ 42
(BSBN | BV =242
1 1
VsaBMN= VsaBN + Vspnm = 84\5 +g.2\/5 =/2 (dvtt)

Vidu 10 ( DH KHOI D -2004): Trong khong gian v6i hé toa dd Oxyz cho hinh ling tru ddng

ABCA B,C,. Biét A(a;0;0); B(-a;0;0); C (0; 1; 0); Bi(-a; 0; b)
a>0,b>0.

a) Tinh khodng c4ch giita 2 dudng thing B;C va AC; theo a, b.
b) Cho a, b thay d6i nhung ludn théa min a + b = 4. Tim a, b d€ khodng cach giita 2 dudng thing
B,C va AC, 16n nhat.

BAI GIAL: a) C, (0; 1; b)
Goi (a) 12 mit phang chia B;C va song song véi AC,
B,C=(a;1;-b); C,A = (a;~1;—b)
Suy ra: | B,C,C/A | = (-2b;0;-2a)

Suy ra ptrinh (a): b(x-0)+0(y —1)+a(z-0)=0.
< bx+az=0.

|ab| _ab
\/a2 +b? \/az +b?

Ta c6: d=d(B,C, AC))=d(A, o)=

b) Ciéch 1:
ab ab \/E a+b 4
Ta c6: d= < = < = =2
Ja21p2 N2ab 2 242 22
a=>b
Maxd< d=2 < Ja+b=4 <a=b=2
a>0,b>0
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Cich2:d= —2"  ditx=ab, dkO<x<4.

J16 = 2ab

2
vi x = ab s(a;bj =4

16 —x

X px)= 22
V16 -2x 16 -2x)

:ddatmaxkhix:’ ab=4=a=b=2(via+b=4)
Vidu 11 ( PH KHOI B-2004): Trong khong gian vdi hé toa d6 Oxyz cho diém

Xét f(x) = >0 Vx e (0;4]

X=-3+2t
A (-4;-2; 4) va dudng thing d: Jy=1-t
z=-1+4t

Vi€t phuong trinh dudng thing A di qua di€m A, cit va vudng géc vdi dudng thing d.
BAIGIAL Cich 1: A (—4;-2; 4)

X =-3+2t
(d):y=1-t
z=-1+4t

LiAy M (=342t; 1 —t; =1 + 4t) € (d)
= AM= (1 +2t; 3 - t; =5 + 41)
Tacé: AM L (d) < AM.a, =0 (vV6i a, =(2; —1; 4)).
S2+4t-3+t-20+16t=0 <2lt=21<t=1.
Vay dudng thing cin tim 1a dt AM qua A ¢6 VTCP AM =(3;2;-1)
x+4 y+2 z-4

2 -1
Céch 2: Goi (o) la mp qua A chita d ,Goi (B) 1a mp qua A
vald=dquaB(-3;1;-1); ?d= 2;-1;4)

() qua A (—4; -2;4) (o) c6 1 cdp VTICP :

= phuong trinh (A) :

AT A (7147 =71 -2 -1)
AB = (1;3;-5)

Ptmp (o) : x-2y-z+4=0
(B) qua A (-4;-2; 4)
(B) L(d)—> n, = a,=(2-1:4)
x—-2y—-z+4=0
2x—y+4z-10=0
Vidu 12 ( DH KHOI A-2005): Trong khong gian v6i hé toa d6 Oxyz cho dudng thing:

Pt(B):2x—-y+4z-10=0 Pt(A):{

x-1 y+3 z-3
-1 2

a) Tim toa d6 di€m I thudc d sao cho khodng céch tir I d€n mit phang (P) bing 2.

b) Tim toa do giao diém A cta dudng thing d va mit phing (P). Vi€t phuong trinh tham s cia duding thing
A nim trong mit phing (P), bi€t A di qua A va vudng géc véi d.

x=1-t

BAI GIAL a) Phuong trinh tham s6 cda d: {y=-3+2t (te R)
z=3+t

d: va mit phdng (P) : 2x +y -2z+9=0
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Ileds I(1-t; -3+2t; 3+t)

[2—-2t—-3+2t—6-2t+9]
Taco:dd,(P) =2 =2
@ () NA+1+4

= Il—tI:3<:>{t_;2 Suyra:1(3;-7; 1) hayI(-3;5;7).

b) Thé phuong trinh d vao phuong trinh (P) ta dudc t = 1.
Thé t = 1 vao phuong trinh d, ta dugc x = 0;y=-1;z=4
Suyra A(0;-1;4)
Vectd chi phuong cia d: a=(-1;2;1)
Vectd phap tuyén ctia (P): n=(2;1;-2)
Suy ra vectd chi phuong ctia A : [a,n] = (=5; 0; —5) hay (I; 0; 1)
Mit khdc A di qua A nén phuong trinh tham s6 clia A 1a :
x=t'
y=-1 (eR)
z=4+t'
Vidu 13 ( PH KHOI B-2005): Trong khong gian v4i hé toa do Oxyz cho hinh ling tru ddng ABC.AB,C, v6i
A(0; -35 0), B(4; 0; 0), C(0; 3; 0), Bi(4;0;4).
a) Tim toa d6 cdc dinh A,, C,. Vi€t phuong trinh mit ciAu c¢6 tim 1a A va ti€p xic vdi mit phing
(BCC;By).
b) Goi M 1a trung di€m ctia A;B, . Vi€t phuong trinh mit phing (P) di qua hai di€ém A, M va song song vdi
BC,. Mit phing (P) cit dudng thing A,C, tai diém N. Tinh d6 dai MN.
BAI GIAL a) Hinh chi€u cda A, xuéng mp (Oxy) 1a A = A(0; -3; 4)
Hinh chi€u ctia C; xudng mp (Oxy) 1a C = C,(0; 3; 4)
Cip véc to chi phuong ctia (BCC;B)) 1a : BC =(—4;3;0)
BBy = (0;0;4)
Suy ra véc td phdp tuyén cia (BCC,B)Ia :
n =[BC,BBy | =(12;16;0) hay m = (3;4;0)
Mait khac (BCC;B,) qua B nén c6 phuong trinh:
3x-4)+4y+0z2=0 ©3x+4y-12=0
Bé4n kinh mit cau Ia :

R=d (A, (BCC/B))) = 0-12-12 24
N TS T

N 576
Suy ra phuong trinh mitciula : x>+ (y+3)+2° = —

0 3
b) M la trung di€m clia A|B; = M (2; _E; 4)

Mp (P) ¢6 cip véc to chi phuong AM = (2;%;4) va B—Cl =(-4;3;4) = véc td phap tuy&n cia mp (P):

Np = [m;B—cﬂ = (=6; —24; 12) hay (1; 4; —2)
Mit khéc (P) di qua A nén c6 phuong trinh : x + 4(y + 3) =2z =0
& x+4y-22+12=0
AC, diqua A, va c6 véc to chi phuong m = (0; 6;0) hay (0; 1; 0)
x=0
nén c6 phuong trinh : {y=-3+1t (t € R)
z=4
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Thé& phuong trinh A;C; vao phuong trinh (P) ta dugc t = 2
Thé t = 2 vao phuong trinh (A,C)) ta dugc x =0,y =-1,z=4
=N(@0;-1;4)

va MN = J<0—2)2 +<—1+§)2 +(4-4)? =@
Vidu 14 ( DH KHOI D-2005): Trong khdng gian véi hé toa d Oxyz cho hai dudng thing :

x—1_y+2 _z+l Vi dy: {x+y—z—2=0

dlﬁ

3 -1 2 x+3y—-12=0

a) Chitng minh riing d; va d, song song v6i nhau. Vi€t phuong trinh mit phing (P) chita c4 hai dudng
thing d, va d,.

b) Mit phing toa d6 Oxz cit hai dudng thing d;, d, 1An ludt tai cdc di€m A, B. Tinh dién tich tam gidc
OAB (O 12 gdc toa do).
BAI GIAL a)d; qua N (1; —2; —1) va ¢6 1 vectd chi phuong 1a a =(3; —1;2)

d, qua B (12; 0; 10) va ¢6 1 vectd chi phuong la b =3;-1;2)

Tacé: a =b vd NB =(11, 2, 11) khong ciing phuong véi a .

Vay d,// d,

Mp (P) qua N va c¢6 phdp vectd: n =[ a ,NB]=(-15;-11;17)

Phuong trinh (P) la: —15(x—1) — 11(y+2) + 17(z+1) =0

< 15x+ 11y -172-10=0

b) A(=5,0,-5); B (12,0,10) = | OA,0B] = (0,-10,0)

— Dién tich (AOAB) = %‘ [04,08]| =5 (dvay).

* * *
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