Bai giai thi Todn hoc tré qudc té KIMC 2014

Nguy&n Nga Nhi (HCV KIMC 2014)

Bai 1: Tudi cda Max béy gior nhén vdi tudi cia Mini sau ddy 1 ndm la binh phwong cua mét sé6
nguyén. Tuéi cia Max sau ddy 1 nédm nhén vdi tudi ciia Mini béy gid ciing la binh phwong cua mét
s6 nguyén. Néu bdy gio tubi caa Mini la 8, con tudi cua Max Ién hon 1 va nhé ho'n 100, héi Max
bao nhiéu tuéi?

Bai giai:
D3t tudi cia Max la n dé 1ap biéu thirc, vdi n |a s6 tw nhién |&n hon 1 va nhé hon 100 nhu dir kién
cla dau bai. Pau bai cling d3 cho tudi ctia Mini |a 8 tudi.

Vi tudi ciia Max bay gi® nhan vdi tudi ciia Mini sau ddy mot nam |a binh phuong cia mot sd nguyén,
nén ta cé thé viét tém tt: n x (8+1) = 9n = a°. Vi 9 = 3%, nén n ciing phai la binh phwong clia mét s6
nguyén (I).

Dén day ta co6 thé dé dang nhan thay 16n hon 1(=1%) va nhd hon 100(=10%) chi cé 8 s6 1a binh phwong
cla modt s& nguyén. Ta hoan toan cé thé tién hanh thir dé tim ra dap s6 cla bai toan.

Tuy nhién, néu khai thac ti€p dir kién dé bai thi bai 18 tudi ciia Max sau day 1 ndm nhan vdi tudi cua
Mini bay gio cling 1a binh phuwong clia mét s& nguyén nén ta c6 thé tém tat: (n+1) x 8 = (n+1) x 23

= b% T biéu thirc trén ta dé dang suy ra n+1 phai chia hét cho 2 hay n phai 1a mot s6 18 (11).

Két hop (1) va (1) ta suy ra n la binh phuong ctia mot sé 1é va nhd dé gidm bdt duge mét nira sé phép
ther phai lam. Cu thé nhitng gid tri ma n cé thé nhan cho dén budc nay bao gdm 9(=3%), 25(=5%),
49(=7°) va 81(=9°).

Ta lap bang sau day dé xét diéu kién:

n n+l 8(n+1)

9 10 80 (= 2°.5)

25 26 208 (= 2*.13)
49 50 400 (= 2*.5%= 20%)
81 82 656 (= 2%.41)

Trong bang trén, chi cé giad tri n=49 thod man diéu kién 8(n+1) la mét sé chinh phwong hay binh
phuwong cda mét sé nguyén.

Tra |61 : Max 49 tudi.




Bai 2: Trong mét dan hop xwéng, nhiéu hon 2/5 nhirng it hon 1/2 cia sé tré em tham gia lé nam.
Héi sé tré em tham gia dan ho’p xwo'ng nhé nhét la bao nhiéu?

Bai giai:
Goi s8 tré trong dan hop xudéng 1a n va sd ban nam I3 x. Theo dau bai ta co:
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Ta nhan xét thay rang néu n |é thi gia tri Snco phan thap phan la 0,5, con néu n chan thi Sncogia tri
N ay o n . ) . o1 N el Ay n R
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1
_n_
2
Tuwong ty néu n chan thi ta co:

1 2 1 ., . 1 > ~, 2> N
Jn-gn=n >1 & n>10=> Gia tri chan nho nhat cuan la 12.

NGi tédm lai, 7 13 gia tri nhé nhat ma n cé thé nhan. Va thuc té néu sd tré cla dan hop xudng 1a 7
trong d6 s& nam 13 3 s& thod man diéu kién (1). Thyc vay:
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Tra |&i : S6 tré em tham gia dan hgp xwéng nhé nhit cé thé 1a 7.

Bai 3: Mdi c6 gdi muén cw&i riéng mét con ngua, nhung sé ngwa chi ¢é di cho 10/13 sé cé gdi. Néu
téng sé chdn cda cdc cé gdi va ngwa la 990, héi c¢6 bao nhiéu cé gdi sé phdi cher dén lwot cwdi
ngua?
Bai gidi:

C w A s n . . 10
Goi s0 cb gai la n. Vay theo dé bai, s6 ngya la s

Mbi ¢ gai c6 2 chan, con mdi chi ngua cé 4 chan. Cling theo dé bai, tdng s6 chan cla cac co gai va
ngua la 990, nén ta co:

2n+4.2n =990 @ 5 = 990 © n=195

13 13
Nhw vay la c6 195 ¢6 gai va 195 xg =150 con ngua.
S8 ¢b gai phai chd 1a 195 — 150 = 45.

Tra 17 : S6 ¢ gai phai che dén lwot cwdi ngwa 13 45.



Bai 4: Phép todn 23/30 = 57/78 hién nhién la sai. Tuy nhién, néu ta trir di mét sé nguyén dwong tir
cdc s6 23, 30, 57 va 78, phép todn trén sé lai thanh ding. Hoi sé ta cdn trir I sé ndo ?

Bai giai:
Goi s& nguyén duong phai tim 1a n. Theo d& baitacé:

23—n _57-n

30-n  78-n < (23-n)(78-n)=(30-n)(57 - n)

> 1794-101n+n’>=1710—87n +n’
<> 84=14n
& n =6 (thod man diéu kién |3 mét s6 nguyén duong)

Tra 1&i : S6 ta can trir 13 6.

Bai 5: Chon mét déi tir 4 ni¥ va 6 nam. Ngwd'i ta yéu cGu déi dé phdi cé it nhét 2 nir. Héi c6 bao

nhiéu cach chon déi.
Bai giai:

Theo d@ bai, c6 thé chon 2 dén 4 trong tdng s6 4 ban nit va 0 dén 6 trong tdng s6 6 ban nam dé lap
thanh mo6t doi.

Céch tinh s6 phuong an chon nhém ni va s& phwong an chon nhém nam duwoc tém tat trong bang

sau :
$6 ban ni¥ trong nhém (k) S6 céch chon twong trng (C{,f)
2 2 ___#
€y = 21(4—2)! 6
3 3 __#
€y = 31(4—3)! 4
4 4 _ 4! _
Cy = 41(4—4)
Téng sé cdc phwong dn chon nhém niv 6+4+1=11
S6 ban nam trong nhém (k) S6 cach chon twong (rng (C'6‘)
0 0 _ 6! _
Ce = 0!(6—0)! _ 1
1 1__ o
6 7 11(6—1)!
2 2 6! _
6 7 -2 15
3 3 — 6! -
Cs 31(6—3)! 20
4 4 _ 6! -
6 T 41(6—4)!
5 5 _ 6! _
e = 5!(6=5)!
6 6 — 6! _
6~ 6l(6-6)!

Téng s6 cdc phwong dn chon nhém nam 1+6+15+20+15+6+1=64




Vay s6 cach dé chon ddi theo yéu cau cta dé bai la: 11 x 64 = 704 (cach).

Tra 107 : C6 704 cach chon doi.

Bai 6: Tich cua 5 s6 nguyén dwong la 2014. Héi téng cua ching co thé nhén bao nhiéu gid tri khdc
nhau?

Bai giai:

Phan tich tiéu chuin (hay con goi 1a phan tich ra cac thira sé nguyén t8) cta 2014 la: 2014 = 2 x 19 x
53.

Ta dé dang nhan ra cé 5 cach dé biéu dién 2014 duwdi dang tich cla 5 s& nguyén duong:

2014 2014x1x1x1x1

= 2x1007(=19x53)x1x1x1
= 19x106(=2x53)x1x1x1
= 53x38(=2x19)x1x1x1
= 2x19x53x1x1
Téng cla 5 thira s6 trong mbi cach bidu dién trén déu cho mét gia tri khac nhau.

Tra |&i : Téng cha 5 thira sé nguyén dwong cé tich 1a 2014 c6 thé nhan 5 gia tri khac nhau.

Bai 7: Mt con méo bdt durgc s6 chuét den nhiéu gép 3 Ién s6 chudt trdng. Mdi ngay con méo dn
thit 6 chudt den va 4 chuét trdng. Sau mét vai ngay, con lai 60 chuét den va 4 chuét trdng. Héi tong
s6 chuét ma méo da bdt duorc?

Bai gidi:

Goi s6 chudt trang ma méo d3 bat dwoc 13 a thi s6 chudt den ma méo di bat duoc 1a 3a. Goi s6 ngay
ma méo d3 bat va dn chudt 1a n. Theo dé bai, ta co:

3a-6n=60 (n
a—-4n= 4 (m
Nhan c3 2 vé clia phuong trinh (1) véi 3, ta cé:
3a—-12n=12 ()

Lay tirng vé& cha (1) trir di (I11), ta co:



6n =48 (V)
Thay (IV) vao (l), ta duoc:
3a-48=60<=3a=60+48=108 <> a=108:3=36
Vay t6ng s& chudt cd den Ian trdng ma meéo d3 bat duoc la:
3a+a =108 + 36 =144 (con chubt)

Tra 167 : Tong s6 chudt ma meéo d3 bat dwoc 1a 144 con.

Bai 8: Cho M la trung diém canh CD cua hinh vuéng ABCD vdi canh 24 cm. P la mét diém thod mén
PA = PB = PM. Tinh gid tri nhé nhét cda dé dai doan PM theo cm?

Bai giai:
Ta thdy AADM = ABCM theo trudng hgp canh géc canh, vi AD = " 5
BC (cung la canh cta hinh vudng ABCD), ADM = BCM = 90° (cung
Ia géc cta hinh vuéng ABCD) va DM = CM (M |a trung diém cla
canh CD). Vay ta suy ra AM = BM.
P
Tir d6, ta cling dé dang nhan thdy AAMP = ABMP theo truong i N
hop canh canh canh, vi AM = BM (nhu d3 chirng minh & trén), PA = )
PB (theo d4au bai) va chung canh PM.
Kéo dai PM cat AB tai H. Do AAMP = ABMP, nén AMP = BMP  p M c

va MAP = MBP.Vivay, AMP + MAP = BMP + MBP < APH =

BPH. Do d6, PH la phan giac ctia géc P trong tam gidc APB. Theo dau bai thi AP = BP nén tam giac
APB can tai dinh P. N6i cach khac, PH khéng chi la phan gidc ma con déng thoi 13 trung tuyén va
duong cao trong tam gidc APB. Hé qua 13 AHP =90°vaAH=AB:2=24:2=12 (cm).

Vi MH vubéng goéc véi AB nén MH = AD = 24 cm.

Goi PA =PB =PM = n. Khi d6 PH =24 —n.

Ap dung dinh ly Pi-ta-go vao tam gidc vudng AHP, ta cé :

PA? = AH* + PH> & n” = 12° + (24-n)> <> n® = 144 + (576 — 48n + n%) <> 48n = 720 &> n=15.
Nhu vy d6 do6 dai doan PM ¢6 dinh I3 15 cm.

Tra 107 : Gia tri nhd nhat dé dai doan PM 13 15 cm.



Bai 9: Tai mét bira tiéc, ci hai ngwoi thi bdt tay nhau, ngoai trir Bob, ngudi chi bdt tay véi mét s6
ngudi. Khéng cé 2 ngwoi ndo bdt tay nhau nhiéu hon 1 lan. Cho téng sé bdt tay la 2014, héi Bob
bdt tay vdi bao nhiéu nguoi ?

Bai giai:

Goi s6 ngudi tham gia bira tiéc 1a n va s6 ngudi Bob khéng bat tay la X (X< n-1van, X € Z°).

N&u Bob bt tay tat cd moi ngudi thi bat cr 2 ngudi nao ciling bat tay nhau 1 1an va khi dé s6 1an bét

tay I3 ”(”2‘” .

Vi Bob khong bét tay X ngudi nén tdng s bat tay | 2014. Do dé ta co :

n(n-1) n(n-1)

2014 =
2

-X->

>2014 < n(n-1)>4024 (I)

ViX<n-1,néntaco:

n(n-1) ~X> nn-1)

2014 =
2 2

—(n-1)=("'1)2ﬂ<:>(n-1)(n-2)>4024 ()

Quan sat ta thay néu n trong vé trdi cla (1) gidm 1 don vi thi s& thanh vé& tréi cda (I1). Noi cach khic,
néu tén tai mot gid tri nguyén n’<n cling thod man diéu kién nhu n trong bat phuwong trinh (1) thi bat
phuong trinh (11) sé sai. VAy ching ta phai tim gia tri nhé nhat cda n thod man bat phudng trinh (1).

Bang cach wdc lugng, ta s& thay :
Véin=63thin(n-1)=63x62=3906 < 4024
V&in=64thin(n-1)=64x63=4032>4024
Vay n hay sé ngudi tham gia bira tiéc |a 64.
Thay n = 64 vao phuong trinh dau tién ta co:

n(n-1) 64 (64—-1)

2014 = -X& 2014 = -X&X=2

Vay s6 ngudi ma Bob khong bat tay 1a 2 va s& nguwdi ma Bob battay 1a 64 -1 -2 =61.

Tra 161 : Bob d3 bat tay 61 nguoi.

Bai 10: Gid tién vé xem giao hwdng la $26 déi vdi ngwei Ion, $18 déi vdi thanh nién va $10 d6i véi
tré em. Téng sé tién vé cho 131 ngudi I $2014. Hoi s6 tré em nhiéu ho'n sé nguwdi Ion la bao nhiéu?

Bai giai:
Goi s6 ngudi 1dn 13 a, sé thanh niénlabvasé tréem lac.
Theo d4au bai ta cé:

a+ b+ c= 131 (n



26 a+18b+ 10c=2014 ()]

Nhan cd 2 v& cla (I) vdi 18 ta co :

18a + 18b + 18c = 2358 ()

Lan luwot 14y tirng vé& cua (I11) trir di (1) ta cé:
—8a+8c=344 < c—a=344:8=43.

Tra 17 : S6 tré em nhiéu hon sd nguwdi I&n 13 43 ngudi.

Bai 11: Cho 2 hinh vuéng dé Idp nhau vdi cdc canh song song sao cho phén chung cta 2 hinh cé dién
tich béng 4 cm®. Phén chung nay béng 1/9 dién tich hinh vuéng Ién va béng 1/4 dién tich hinh
vuéng nhdé. Tinh chu vi nhé nhét cé thé theo cm cua hinh 8 canh tao bdi 2 hinh vuéng dé Iép nhau
noi trén ?

Bai giai:
Trwdc hét, ta chirtng minh bé d@ sau: M6t hinh chit nhat cé dién tich ¢ dinh BaR
sé c6 chu vi cang I&n khi hiéu gitra d6 dai 2 canh cang |&n. Dién tich ting thim

n(a-n)

Gia st hinh bén la mét hinh chir nhat ¢4 dién tich Ia S va cac canh lan luot I3
ava b trong d6 a khéng 1én hon b (S = ab va a < b). Ta gia tang hiéu sé cac
canh bang céch ting b va gidm a cung moét gia tri n (n<a). Chung ta dé dang
nhan thay so véi hinh chit nhat cii, chu vi hinh chit nhat méi thi khéng doi
nhung phan dién tich tdng thém |a n(a-n) nhé hon phan dién tich giam di la
(b x n), do a < b nén duong nhién (a-n)<b. D& gilt nguyén dién tich cha hinh

b+n

o
Dién tich giam bért
(bxn)

chit nhét, ta phai tang thém d6 dai cha 1 hodc ca 2 canh cta hinh chit nhat i
mai va do dé sé& lam tang chu vi cla néd so vdi hinh chit nhat ban dau. Nhw vay bd dé d3 dugc chirng
minh.

Theo dir kién dé bai, dién tich cia hinh vudng nhd Ia

4 :% =16 (cm?) va canh clia nd 13 4 cm vi 4% =16.

Dién tich cta hinh vuéng I6n la 4:1/9 = 36 (sz) va canh
4LCcm2

clia nd 13 6 cm vi 6% = 36.

Vi céc canh cta 2 hinh vudng ban dau song song vdi nhau
nén hinh t& gidc 13 phan chung cta 2 hinh vuéng dé 1a mot
hinh chit nhat. Ta dé dang nhan thay chu vi cla hinh 8
6cm canh tao bai hai hinh vudng dé 1ap nhau bang chu vi cla 2

hinh vudng (4x4 + 6x4 = 40 (cm)) trir di chu vi cta hinh chir
nhat 13 phan chung cta 2 hinh vuéng. Cac canh cda hinh chi* nhat d6 chinh |a mot phan cda canh cla
2 hinh vuéng d3 cho. Vi thé dd dai cta canh hinh chi¥ nhat khdng thé vuot qué dd dai canh hinh
vudng bé 13 4 cm. Do dién tich cta hinh chi¥ nhat ¢6 dinh 1a 4 cm? nén khi canh dai cda né dat gia tri
I&n nhat 13 4 cm thi canh nhé cla nd dat gid tri nhd nhat 134 : 4 = 1 (cm). K&t hop véi bé dé da chirng




minh trong phan binh ludn, chu vi cda hinh chit nhat cé gid tri I&n nhat 1a (4 + 1) x 2 = 10 (cm). Khi dé
chu vi hinh 8 canh cling c6 chu vi nhd nhat 13 40 — 10 = 30 (cm).

Tra |1&i : Chu vi nhé nhét cta hinh 8 canh tao béi 2 hinh vuéng dé 13p nhw dau bai cho 13 30 cm.

Bai 12: Cho mét sé lworng cdc ngébi sao trén trovi :
8x12+98 x102 +998 x 1002 + ... + 99...98 x 100...02

Trong sé hang cudi cung cua téng, c6 2014 chir s6 9 ndm trong s6 99...98 va 2014 chi¥ s6 0 nam
trong sé 100...02. Héi téng cdc chif s6 cla tdng sé ngéi sao trén trdi la bao nhiéu ?

Bai giai:
Ta bién d6i cdng thirc tinh sé sao trén trdi nhu sau :

8x12+98x102+998x 1002 +...+ 99...98 + 100...02
2014 chits69 2014 chit s6 0

=(10-2)(10+2) + (100-2)(100 + 2) + ... +( 100...00 —2)( 100...00 +2)
2015 chit s6 0 2015 chirs6 0

=(10°-2% +(100°= 2% + ...+ ( 100...00 *-2?)
V.U
2015 chirs6 0

= (100 + 10000 + ... + 100...00 ) —2°x 2015
4030 chirs6 0

=101010...10100 - 8060
2015 chirs6 1

=101010...1000000 + 10100 — 8060
2013 chirs6 1

=101010...1000000 + 2040
2013 chirs6 1

=101010...1002040

2013 chirs6 1

Vay téng cac chit s6 chasétrén1a: 2013 x1+2+0+4+0=2019.

Tra |61 : Tng cac chir s6 cha tdng sd sao trén troi 1a 2019.

Bai 13: Cho tam gidc ABC véi D la diém thudc BC
con F la diém thuéc AB. Diém K déi xirng voi
diém B qua DF, va K va B ném khdc phia so véi
AC. AC cdt FK tai P va DK tai Q. Téng dién tich
cta cdc tam gidc AFP, PKQ, QDC la 10 cm®. Néu
cdng téng dién tich nay vdi dién tich hinh t




gidc DFPQ, ta thu dworc 2/3 dién tich tam gidc ABC. Tinh dién tich tam gidc ABC theo cm??
Bai giai:
Theo dau baitaco:
1
39om8c = Sare+ Sera + Sapc + Soreq (N
1
& ESABC = Sarp + Sapc + (Seka + Sorea) = Sare + Sapc + Sorx (1)
Vi K d&i xirng v&i B qua DF nén Sgpr = Sprk Nén tlr phurong trinh (I1) ta suy ra :
1 1 2
ESABC =Sarp + SQDc + Sgor = Sasc - SDFPQ & SDFPQ = Spac - ESABC = ESABC (”')
Sau khi d3 co (l11), ta bién d6i (1) nhw sau:
1
§5Asc = Sarp+ Spka + Sapc + Soreq (1)
1 2
& ESABC = (Sarp + Spka + Sapc) + Sprrq = 10 + gsABc
& §SABC =10 < Sppc =30 (sz)

Tra |oi: Dién tich tam giac ABC |3 30 cm?.

Bai 14: Sau khi Nadia di Ién déc dén dinh, cé di tiép mét phdn dworng bang co chiéu dai 2,5 km, roi
di xuéng déc vé dén mét cdi hé. Sau dé cé di theo chiéu ngworc lai theo con dwérng cii. Vén téc di
duwdng bdng cua cé la 5 km/h, vén téc Ién déc la 4 km/h, con vén téc xuéng déc la 6 km/h. Chiéu di
¢é mdt 1 gi&r 36 phut, chiéu vé cé mdt 1 gi¢r 39 phut. Néu cé di khéng nghi trong suét qud trinh thi
chiéu dai tir vj tri xudt phdt dén ché cdi ho la bao nhiéu km?

Bai gidi:
Quy d6i cac gia tri thoi gian trong d@é bai ra gior (h): 1 gior 36 phat = 1,6 h va 1 gio 39 phat = 1,65 h.
Thoi gian dé Nadia di doan dwong bang ludn 13: 2,5 (km) : 5 (km/h) = 0,5 (h).

Goi d6 dai quang dudng tir chd xuat phat 1én dinh va tir dinh xuéng ho tinh bang km Ian lvot 1a m va
n.

Nhw vay, Nadia di 1én déc m (km) va xudng déc n (km) hét thoi gian 13: 1,6 —0,5=1,1 (h).
Tuong tyw, Nadia di Ién déc n (km) va xuéng déc m (km) hét thoi gian 13: 1,65 -0,5 = 1,15 (h).
S dung dit liéu van t6c nhw d@ bai da cho ta cé hé phuong trinh:

+

S E
EYE

-1,1 (1)

o |3
N

+2=115 (1)



Nhan ca 2 vé vdi phuong trinh (1) vdi 24 va 2 vé phudng trinh (1) vai 36 ta cé:
6m +4n=26,4 (lll)

6m+9n=414 (IV)

Lay (IV) trir di (11l), ta dwgc: 5n=41,4-26,4=15 < n=3,

Thayn=3vao (lll),tacé:6m+4x3=26,4 < m=24.

Vay d6 dai cla ca quang duongla2,5+3 +2,4=7,9 (km).

Tra | : Chiéu dai tir vij tri xuat phat dén cho cai ho 1a 7,9 km.

Bai 15: T6 6 mdt cua hinh ldp phwong bdng 5 mau khdc nhau. Mét mau dworc diing dé té 2 mét con
méi mau trong 4 mau con lai diing dé té6 mét mét. Hoi cé bao nhiéu cdch té hinh Iap phwong ? Hai
hinh dworc coi la giéng nhau néu ching nhén dworc tir nhau bdng cdc phép quay hodic phép ldt.

Bai giai:

Trong s8 5 mau khac nhau duoc dung dé t6 6 mit cla hinh lap phuong, chi cd modt mau duy nhéat

duoc dung dé t6 2 mat. C6 5 cach dé chon mau té trung nay.

Xét vj tri twong ddi ca 2 mat cung mau.

NE&u 2 mat nay 13 2 mat ddi dién thi ta cd 3 cach tb. Cu thé, ta / /

cd dinh mat bat ky duwoc t6 bdi 1 trong 4 mau con lai. Khi d6,
ta sé& cé 3 cach dé chon mau déi dién va&i nd. Hai mau con lai

moi cdp s& cé 2 cach t6 nhung khi xoay khéi 1ap phuong sé

khoéng khéc gi nhau nén chi coi la cach té duy nhat.

Néu 2 mat nay 13 2 mat ké nhau thi ta cé 4! = 24 cach td céc /

mét con lai. Tuy nhién, khi ta xoay khdi l14p phuong dé 2 mat

cung mau d6i chd cho nhau, thi 2 mét d&i dién clia 2 mit cung
mau cling d&i chd cho nhau va cd 2 mat con lai cling d6i chd cho nhau. Néi cach khéc, trong s6 24
cach t0 kia s& ¢ 12 cép td bi gidng nhau. Vay trong tredng hop nay cling chi ¢ 12 céch td khac nhau.

Tém lai, téng céng ta cd 5 x (3 + 12) = 75 céch t6 khdi 1ap phuong.

Tra 1 : C6 75 céch td khdi 1ap phuwong theo yéu ciu cta dé bai.



