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LOI NOI PAU

Cubn sdach nay duoc viét xudt phdt tir gido trinh vat ly thong ké da gidng cho cdc I6p sinh vién ndm thit tw
khoa Vat I, truong PHSP TP.HCM tu mot vai ndm qua. Tuy duoc soan theo tinh thdn cia chuong trinh hién
hanh tai khoa Vat I, truong PHSP TP. HCM, nhung ndi dung sdch ciing da duoc md rong thém, nham cung
cdp tu lidu cho sinh vién.

Sdch duoc trinh bay vdi nd luc lon vé mdt su pham: Ngodi phdn badi tdp kem theo mdi chuong dé cing cé
ciing nhu dé dao sdu thém nhiing kién thic da duoc phan tich trong phan Iy thuyét, mot s6 dé tai lon hon duoc
soan dudi dang cdc “vén dé” dé sinh vién tdp lam quen vdi viéc nghién ciu tung dé tai khoa hoc tron ven va
sinh vién thdy duoc cdc linh vuc dp dung cia vét lij thong ké, vi du nhu trong vét Iy thién vdin. Phdn ndy ciing
6 thé ding dé goi § cho cdc sinh vién lam seminar trong ndm hoc, lugn vdn (6t nghiép, hodc cé thé néng cao
thém dé chudn bi cho cdc ludn vin Thac si vdt lij. Nhdn thiic duoc rdng viéc ndm viing it nhdt la mét ngoai ngit
dé duoc tu ndng cao trong qua trinh dao tao la didu nhdt thiét phdi cé doi véi mdi sinh vién nén trong phdn phu
luc c6 kem theo mot danh muc cdc tu ngit déi chiéu Viét-Anh-Phdp thuong duoc si dung trong mon vat lj
théng ké. Hy vong rdng phdn nay sé gitip ich cho cdc sinh vién khi s dung ngoai ngi trong khi hoc tdp.

Ciing cdn nhén manh rang theo § kién ctia mot s6 nha vdt lfj c6 uy tin trén thé gidi thi phdn nhiét dong luc
hoc phdi dugc xem nhu la hé qud cia mon co hoc thong ké, duoc trinh bay nhu mot mén vat ly Iy thuyét thuc
su, ¢6 nghia la phdt xudt tir cdc tién dé, ciing tuong tu nhu mén co hoc lupng ti chdng han. Phan khdc, ta ciing
nén nho rang mon co hoc théng ké, cung vdi co hoc luong t va lj thuyét tuong déi, hién dang tao nén mot
trong cdc tru cot cua vét lj hién dai. Cudn sdch ndy duoc xdy dung trén tinh than do.

Mot cach tom tdt thi vat lij thong ké c6 thé duoc hidu nhu la mon hoc khdo sdt cac tinh chdt vi mo cia mot
hé vat lj xudt phdt tu cdc ddc tinh vi mé cua nhiing hat céu tao nén hé. Nhung cdc ddc tinh vi mé nay chi c6
thé dupc mé td chinh xdc bdi co hoc luong ti. Vi vdy, dé hidu duoc co sé cia vdt lj thong ké, didu tu nhién la
phdi ndm viing cdc tinh chdt luong ti cia cdc hat vi mé. Tuy nhién, trong cuén sdch nay, nhiing kién thic ve
co hoc luong ti duoc yéu cdu & miic t6i thiéu. Nhiing didu gi cn thiét sé duoc nhdc lai trong sudt gido trinh.

Cling nén néi thém rdng rdt ddng tiéc la mot s6 phdn quan trong cua vét ljj thong ké nhu khdo sdt tu tinh
cua vdt chat, hién tuong chuyén pha, hién tuong vdn chuyén,... khong duoc dé cdp dén trong cuén sach nay.
Tdc gid hy vong rang trong lan tdi bdn sau sé cé didu kién trinh bay cdc vén dé trén.

Do kinh nghiém con it, thoi gian lai rat han hep nén chdc chdn cudn sdch ndy con nhiéu thiéu sét, mong
cdc ban doc vui long lupng thit va chi ddn dé sach duoc hoan thién trong lan tdi ban sau.

Tdc gid xin trén trong ngo Ioi cdm ta dén thdy Hoang Lan, nguyén Trudng khoa, va thdy Ly Vinh Bé,
Trudng khoa Vit Iy, truong PHSP TP. HCM da tao tdt cd cdc didu kién thudn loi dé néi dung cia cudn sdach nay
duoc truyén dat dén cdc sinh vién trong vai ndm vua qua. Dong thoi, tdc gid ciing xin bay to long biét on dén
PGS-TS Nguyén Khdc Nhap va thdy Pdng Quang Phiic da vui long dé ra thi gio qui bau doc bdn thdo sdch va
gop g cho tac gid.

Ngodi ra, tic gid cing ghi lai ¢ ddy loi cadm on dén GV Nguyén Lam Duy va SV Nguyén Trong Khoa da nd
luc danh may vi tinh bdn thdo vdi long nhiét tinh va tén tuy nhat.

Cubi cing, tac gid bay 13 long cdm on dén Phong An bén truong PHSP TP.HCM da lam viéc tich cuc dé
cudn sdch nay mau chong duoc in va dén tay ban doc.

TAC GIA



Chuong 1
MO TA THONG KE HE Vi MO

IA Nhitng trang thdi vi mo kha di

IB Phuong phép thdng ké cho hé vi mo

IC Tap hop thong ké. Nguyén 1y ergodic

ID Entropi thong ké trong 1y thuy&t thong tin

Vatly thdng ké c6 d6i tugng nghién cdu 1a nhitng hé vi mo, 1a nhitng hé chita mot s6 rat I6n nhitng
hat (nhu electron, photon, nguyén ti, phin ti,...); nhitng hé nay c6 thé ton tai dudi nhitng trang thdi
vat 1y khdc nhau : khi, 18ng, rin, plasma va bifc xa dién tit. V& phuong dién do ludng, kich thudc va
ning lugng cia mot hé vi mo dude x4c dinh bdi mét (va cdc bdi sd va ude s6 clia mét) va Joule.

Trong khi d6, hé vi mé 1a hé c6 kich thude so sinh dugc véi kich thude ctia nguyén t&, phan tt, ...
titc 1a dude do ludng bdi A (= 10" m), va ning lugng clia hé vi md s& dudc do bing don vi eV (=
1,6.10" Joule ).

M0t cdch don gidn nhat d€ thiét 14p mdi quan hé gitta mot hé vi mo va mdt hé vi md 1a thong qua
hing s6 Avogadro N4~6,023.10” hat.mol™. P 16n ciia hiing s6 N4 ndy cho ching ta thdy mic do
phitc hgp rat 16n cia mot hé vi md. Chinh vi vy ma d€ khio st cdc hé vi mo, ta can phdi diung
phitong phdp thong ke, dé c6 dugc nhitng dai lugng vi mod phat xuit tir cdc tinh chit clia cdc hé vi mo.

Trong chuong thif nhi't nay, ta sé gip nhitng khdi niém cd ban nhit dugc st dung trong vat 1y thong
ké. Piéu diu tién 1a sy phin biét gilta trang thdi vi mé va cdc trang thdi vi mé khd di dat duogc
(accessible microstates) cia mdt hé vi mo, ta s& thdy rd sy khdc biét gitta hai khdi niém nay qua thi du
minh hoa cia mdt hé chi ¢6 hai hat. V§i thi du nay, ta cling s€ dua vao khai ni€ém cdc hat phin biét
dudc va cdc hat khdng phin biét dugc; hai khdi niém cd ban cAn phdi nim vitng trong viéc khdo sit
hé nhiéu hat. Sau d6, phuong phap thdng ké s& dudc gi6i thiéu dé dua ra dinh nghia ctia hAm phan bd
thong ké. Trong cdc phan ti€p theo, nguyén 1y ergodic dugc trinh bay va khdi niém entropi thong ké
dugc dua ra dya trén ly thuy€&t thong tin trong trudng hgp tdng quét nhat.

LA Nhitng trang thdi vi mo kha di

I.A.1 Trang thdi vi mé cia mot hé vat ly

Trang thdi ciia mot hé vat Iy ma ta c6 thé mo ta bdi cdc dai lugng vi md, cdm nhin truc ti€p bdi
con ngudi dugc goi 1 trang thdi vi md clia hé. Vi du nhu néu ta xét mot khoi khi thi cdc dai lugng vi
mo nay c6 thé 1a thé tich, nhiét d9, ... ca khdi khi. Nhu vdy, mot trang thdi vi md cda hé dugc xdc
dinh bdi cic diéu kién ma hé phu thudc. Ching han ddi v6i mot hé khdng tuong tic véi moi trudng
bén ngoai (hé co 1ap), thi niing lugng va s§ hat tao thanh hé ludn cé gid tri xdc dinh.

I.A.2 Trang thdi vi mo lugng tif cia mt hé vat Iy

Theo quan di€m clia co hoc lugng tif, trang thdi vat 1y cia mot hat tai mot thdi diém t dugc biéu
dién bsi mdt vectd trong khong gian trang thdi, d6 12 vecto trang thai ket |\u(t)> .

Su ti€n héa theo thdi gian clia mot trang thdi vi md duge md td bdi phuong trinh Schrédinger

i< w0) = 1 w(o). L

trong d6 H 13 todn t& Hamilton, todn t& lién k&t véi nang lugng, bing tdng cia toan t dong ning
T va todn t& thé ning twong tic U:



H=T+0U. (1.2)
Néu goi |f> la vectd riéng tuong tng vGi vi tri T cua hat, tich vo hudng

(Flw(t) = w(T.1) (13)
cho ta him séng, dic trung ddy dd cho trang thdi vat 1y clia hé.

Trong truéng hgp hé bdo toan (H doc 1ap doi véi thai gian t), ning lugng E) clia hé & trang th4i |
dudgc xac dinh bdi phuong trinh tri riéng:

filo})=Ei|o})
véii=1,2, ..., g cho bi€t sy suy bi€n ciia hé.

Tdng quét hon, khi ddi twgng nghién ctu 12 mot hé nhiéu hat thi ham séng W( qi, qa, ..., qr ) theo
céc bi€n s6 12 toa do q; s& dic trung ddy dd cho hé hat. G day, f12 s6 lugng ti cla hé.

Chii y ring khi ta néi d&€n trang thdi vi md cia mot hé vi md thi ta ngdm hiéu ring d6 chinh 1a
trang thdi vi md lugng t&r. Con néu ta nhAn manh dé&n trang thdi vi md c6 dién thi c6 nghia 1 tinh chi't
ctia hé dudc khio sit thong qua cd hoc ¢8 dién Newton nhu ta s& thdy. Di nhién riing khi nay, k&t qua
clia chiing ta thu dugc chi 12 gin ding ma thoi.

Thong thudng thi mot hé vi md ludn dugc dit dudi mot sd diéu kién (vi mod) nao d6 goi la han ché
(constraint), ching han nhu d8i v6i mot khdi khi co 1ap, khong tuong tic v6i moi trudng bén ngoai thi
ning luong va sd hat cia hé xem nhu 12 nhitng diéu kién do mdi trudng bén ngoai dp dit cho hé, va di
nhién 13 hai dai lugng nay 13 khong ddi. Khi d6 sé& tdn tai mot s6 nhitng trang thai vi moé khdc nhau
clia hé tuong ¢ng vdi cing mot trang thdi vi md nay. SO trang thdi vi md ndy thudng dugc ki hiéu la
Q, déng vai tro trong y&u trong viéc nghién cttu vat 1y thong ké.

Vi du: D€ dé& hiéu van dé, ta sé xét mot hé nhiéu hat don gidn gdm chi hai hat phan biét dugc, tic
12 c6 thé ddnh ddu dudc 1a hat A va hat B. Hai hat nay dugc phan bd trén ba mic ning lugng cich
déunhaulagp=0,¢g =¢&,va & =2¢. Gia s ning lugng toan phin clia hé dugc an dinh bing: E = 2¢.
Ta hiay xét nhitng trang thdi vi mo6 kha di cia hé tuong tng vdi trang thdi vi mé nay.

& =2¢ B A
oS
€1=6& AB
€
Eo= 0 A B
(D (2 (3)
H.I.1

Ta c6 thé d€m sd trang thdi vi md bing cach diing so d6 nhu hinh trén: cdc hat A va B dugc sip
x&p trén cdc mitc ning lugng sao cho tdng ning lugng cia hai hat bing 2&. Vay, c6 tit ci 1a 3 trang
thai vi md kha di: (1), (2), va (3); Q = 3. Vi hai hat A va B phan biét dudc nén hai trang thai vi mé (1)
va (2) phéi dugc xem la khac nhau.

N&€u ta gia st hai hat tao thanh hé 12 khong phan biét dudgc thi ta s& c6 sd d6 sau:

e =2¢ —
€
€1=¢€ ¥ __ee
€

8()=O Y _ o

Vay khi nay ta ¢6 Q =2, nhd hon so v6i trudng hgp hé cdc hat phan biét dugc.



Bay gid ta gid st ring mic ning lugng &; suy bi€n bac 2 (titc 12 & mic ning lugng g, s€ c6 hai
trang thdi lugng t& khac nhau). Khi hai hat 12 phin biét dudc, ta c6 Q = 6 nhu dugc bi€u dién trong so
dd sau:

e=¢ y | | A|B B|A AB| |AB
A

O @ 3 @ () (6)
H.I.3
(O day, ta gid thi€t ring hai hat ¢6 thé cing & mot trang thdi luong k).

Con khi hai hat 1a khong phéan biét dugc, ta s€ c6 Q =4.

g=2¢ _ o
A
€
€1=¢€ V¢ | 0|0 0|0 |oo
A
€
80=0 \ A ]
a» @ @) @)

I.A.3 Trang thai vi mé cd dién

O mdt mic dd gan ding nao d6, trang thdi vi mo clia mot hé vi mo c6 thé dugc md td bdi cd hoc
c6 dién. Ta s& xét trudng hop don gidn nhat 1a trudng hop mdt hat chuyén dong mot chiéu va sé md
rong cho trudng hgp téng quét hon.

a) Mot hat chuyén dong mot chiéu

V6i khdi niém bdc tw do 1a s toa do can thi€t d€ xdc dinh vi tri cia hat thi truong hgp don gidn
ndy 13 hé c6 mot bac ty do. Ta biét riing trong cd hoc ¢b dién, trang thdi cd hoc clia mot hat duge mo
ta bdi toa d6 suy rong q va dong lugng suy rong p, 1a nghiém cta hé phuong trinh Hamilton:

i= a_H (L.52)
op

oM

P= (1.5b)

v3i H 1a ham Hamilton cda hé.

Nhu vy, ta c¢6 thé néi ring trang thdi co hoc (c6 dién) clia hat tai mdi thdi diém t dugc biéu dién
bing mot di€m c6 toa dd (q, p) goi 1a diém pha trong khong gian tao bdi hai truc toa do &1 va OT) goi
1a khong gian pha u, 1a khong gian hai chiéu. Vi cdc dai lugng q va p bi€n thién theo thdi gian nén

diémpha (q, p) vach thanh mdt dudng trong khong gian pha; d6 1a qui dao pha.



2
. . . 1
Vi du: Xét mot dao ddng tr di€u hoa tuyén tinh ¢6 dong ning T = 5— va thé ndng U = Emcozq2 ,
m

véi m va o 13 khdi lugng va tan sd géc clia dao dong . Ta c6 ham Hamilton:

p2
H=T+U=—+5mw2q2,

2m
. OH
q:—:ga
op m
) oH >
p=—F—=—"mw(q,
aq
=2 =0l
m

Ta c6 phudng trinh vi phén theo q:
g+ oazq =0.
= q=q, sin(ot + @), véi qo, ¢ 12 hai hiing s6 phu thudc di€u kién dau.
= p=mq=pycos(@t+¢), Pg=mnqy.
DPé€ tim qui dao pha, ta thi€t 1ap hé thitc giita q va p doc 1ap véi t:

2 2

4 P

4% Po
Vay qui dao pha la mot ellip ¢6 cdc bdn truc 1a qp va py = moqy .

qui dao pha*p “p
0 c=2mh
(q.p): diém pha L ~
Sp
Q0 ® 9 !
o O _1 dq |4_ q

Pé d&€m s6 trang thdi vi md kha di clia hat khi trang thdi co hoc cia hat dugc bi€u dién trong
khong gian pha, ta chia déu cic truc &1 va (Tp thanh nhirng lugng nhd 6q va dp. Nhu vay, khong gian
pha trong trudng hgp nay 1a mit phdng dugc phan thanh nhitng 6 chit nhat nhd, mdi 6 cé dién tich
bing o =38qdp . Mot trang thdi ¢ hoc clia hat tuong ng v6i mot di€m pha nim trong 6 nay. Cach mo
td cang chinh xdc khi ¢ cang nhd: trong cd hoc ¢ dién, o dudc chon nhd tuy y, tic 1A mot & sé& trd
thanh mot di€m chinh 13 diém pha.

Chd y ring theo cd hoc lugng tl, nguyén Iy bt dinh Heisenberg cho ta hé thitc: 6q.5p > 2nh, véi

h= ZL (h 13 hiing s6 Planck). Tc 12 khong ton tai mot trang thai co hoc véi cdc dai lugng q va p cling
T

dudc xdc dinh vdi d6 chinh xdc tly ¥. VAy mdi trang thdi vi md clia hat phai dudc biéu dién bdi mot 6
c6 dién tich bing o, = 8qdp = 27/, chit khdng phai bdi mot diém pha nhu trong cd hoc ¢d dién.



b) Truong hop hé co f bdc tu do

Tic 1a khi nay, hé dugc mo ta bdi f toa d6 suy rong (qi, qa, ..., q¢ ) va f ddng lugng suy rong ( pi,
P2, --.s Pr)-

Vidu:

- Hé gdm mot hat chuyén dong trong khong gian ba chiéu cé vi tri xdc dinh bdi ba toa dd (q1=x ,
P=y,q3=z), vdy hé nay c6 ba bic ty do: f = 3. Khdng gian pha tuong ing s€ la khong gian pha 6
chiéu: ( qi, qa, q3, P1» P2, P3 ). Mdi 6 dic trung cho mdt trang thai vi md c6 thé tich (8q8p)3.

- Hé c6 N hat: vi mdi hat ¢6 ba bac tw do nén hé c6 s6 bac tu do 1a: f = 3N. Hé nay tuong dng véi
khong gian pha 6N chiéu.

Vay tap hdp cic dai luong (qi, Q2. ..., Qs Pis P2 --.» Pp) tUONg Gng véi mot di€m pha trong khong
gian pha 2f chiéu, goi 1 khong gian K, dé phan biét vdi khong gian pha u c6 hai chiéu.

Tuong tu trén, mdi trang thai co hoc clia hé c6 f bac ty do dudc bi€u dién bdi mot “6” c6 thé tich
thda didu kién: 8q,8q,...8q;.5p;0p,...0p; =6’ véionhd tiy ¥ theo cd hoc 8 dién.

Nhung theo co hoc lugng tif, mdi trang thai vi mo ctia hé trén dugc biu dién bdi mot “6” ¢ thé
tich thda di€u kién: 8q;8q,...8q¢.0p;0p,...0p¢ 2(27:751)f tudn theo nguyén Iy bit dinh Heisenberg.
Vay, ddi v6i hé N hat ching han, thi mdi trang thdi tudng ¥ng v6i mot 6 trong khong gian pha c6 thé
tich (2n)*N = h3N

I.A.4 Mit do trang thai

Xét trudng hop ning lugng E cda hé vi mo c6 phd lién tuc. Ta chia ning lugng E ra tirng phan
nhd 8E sao cho 8E vAn chita mdt s6 16n nhitng trang thai vi md kha di. Goi Q(E) 1a s& trang thdi vi mo
kh3 di c6 ning lugng & trong khodng E va E +8E. Khi SE dii nhé ma Q(E)cé thé dugc viét:

Q(E)=p(E).0E , (1.6)
(v6i SE dd nhd, ta chi giif lai s6 hang dau)
trong d6 p(E)ddc 1ap véi do 16n SE, thi p(E) dugc goi la mdt dj trang thdi, vi thuc chat thi theo cong

thic trén, p(E) 1a s6 trang thdi vi mod c6 dugc trong mdt don vi ning lugng.

I.A.5 Sy phu thudc cia sé trang thai vi mé kha di theo ning lugng

Xét trudng hdp mot khdi khi gdm N phan tif giong nhau chita trong mot binh c6 thé tich V. Ning
lugng toan phin clia khdi khi 13

E=K+U+E;,
trong d6, K 1a dong ning clia chuyén dong tinh ti€n clia cdc phin tif khi dugc tinh theo dong lugng p;
clia khdi tim mdi phan tif; K chi phu thudc cdc dong lugng nay:
. 1 X
K= K(p19p2a'--apN ) :_Zpi .
2m D

Pailugng U = U(f},T,,...,Tyy ) biéu thi th& ning tuong tic giita cdc phan ti, phu thudc khodng cich
tuong doi gitta cdc phan tlt, tic 1a chi phu thudc vao vi tri khdi tAm clia cdc phan ti.

Cudi cling néu cidc phan t¥ khong phdi 1a don nguyén t, cic nguyén tif ciia mdi phan tif c6 thé
quay hoic dao dong ddi v6i khdi tAm, cdc chuyén dong ndi tai nay dugc dic trung bdi cic toa dd ndi
tai Qi, Qa, ..., Qu va dong lugng ndi tai Py, Py, ..., Py. Nhu vy, Eiy 12 ndng lugng cda cac chuyén
dong noi tai nay va chi phu thudc vao Q; va P; (n€u la phin ti don nguyén ti thi E;y = 0).

Trudng hop dic biét don gidn 12 U =0: tuong tdc gilfa cdc phan tif rAt nhd so véi cdc sd hang
khdc, c6 thé bd qua. Khi d6, ta c6 hé khi 1y tudng. Trudng hdp niy x3y ra khi mat do phan tf N/V rit
nhé 1am cho khodng c4ch trung binh giita cdc phan ti tr§ nén rit 16n.



Gia st ring ta xét khdi khi 1y tudng & gi6i han c6 dién. Khi nay, s6 trang thdi vi mo kha di
Q(E) c6 ning lugng trong khodng (E ,E + SE ) s& biing s& di€m pha trong khong gian pha gidi han bdi
E vaE+0E:

E+06E
Q(E)oc |..[dRdf...dTy.dpdp,...dPy.dQ,dQ,...dQ; .dP,dP,...dPy, , trong  d6:  df =dx;dy;dz; va
E

dp; =dp;,dp;ydp;, -

Vi .[dfi =V nén:
Q(E)xc VNQ, (E), (1.7a)

E+JE
Q(E)oc  [...[dpdp,...dPy.dQ;dQ;...dQy; .dPydP;...dPy;. ddc 1dp ddi v6i V.
E

Hon nita, trong trudng hgp khi don nguyén t: Eij = 0, va
1 N 3

5__25 zzpix’
m

i=l a=1
gdm 3N = f s6 hang toan phuong.
Vay trong khong gian f-chiéu clia dong lugng, phuong trinh E = const bi€u dién mot mit cAu ban
kinh R(E) = (2mE)"/2.
S& trang thai nhu vay biing s§ diém pha nim giita hai mit cAu c6 ban kinh R(E) va R(E+SE). Ma
s0 trang thdi @ chita trong khdi cdu ban kinh R(E) dudgc tinh:
®(E) <R =(2mE)"'?,

E=

Q(E) = O(E + SE) - B(E) = ‘2%) dE.

Vay:
Q(E) oc B2 = p3N2-1 2 gIN2 |
Phdi hdp két qua trén véi (1.7a), ta c6:

Q(E) = AVNEV? | (1.7b)

v6i N ¢6 do 16n khodng biing hiing s6 Avogadro. Ttc la Q(E) ting rat nhanh theo N.

Téng quat hon trudng hgp dic biét trén, ta ¢ thé chitng minh ring:
(1.7¢)

QE)cE" | .
Tic 1a sd trang thi 17 12 ham tdng rat nhanh theo nidng lugng, d6 la tinh chat rat quan

trong ctia co hoc thdng ké clia hé vi mo.
Chii y ring trong cong thitc (I.7¢c) & trén, diéu ta can chd y 1a d6 16n chit khong phai gid tri chinh
xdc cia Q(E), do d6, ta khdng quan tAm dén s& mii ctia E Ia f hay 1a mdt s6 hang cting do 16n vdi f.




I.B Phuong phap thong ké cho hé vi mo
I.B.1 Ham phan b théng ké

Tru6c khi dua vao dinh nghia ham phan bd thong ké, ta nhic lai ngin gon vai khdi niém cd ban
trong ly thuy&t x4c suit:

Mot bién c6 dudgc goi 12 ngdu nhién khi ta khong c6 dd thong tin d€ biét trude k&t quai. K&t qua
ctia mdt bi€n c6 nhu vay dugc goi 1a bi€n ngiu nhién.

Vi du:

K&t qué clia viéc ném mdt con xiic sic, hoic:

Van tdc clia mot phan ti khi sau modt 1an va cham véi mot phan tif khic

12 c4dc bi€n ngiu nhién. [

Goi tap hgp cdc bi€n cd nay 1a {en; m=1,2, ...}, va goi Ny, 12 s6 1an bi€n cb e, xuit hién sau N
phép thit ddng nha't (tirc 1a cdc phép thit dugc thuc hién trong ciing cic diéu kién gidng nhau).

Xdc suit clia bi€n ¢d e, dugc dinh nghia 1a:

= lim — |,
N—o N

P

m

Ny, g0i 12 s6 bi€n ¢d thuin 1di.
Vi Np,, N>0va N, <N, ta ¢6 ngay tinh chat cda Py;:
0<P,<1.
Trong d6, Py, = 1 cho ta bi€n cd chic chdn va Py, = 0 khi bi€n ¢& 13 bat kha (khong thé x3y ra).
Trudng hop bi€n ngiu nhién c6 gia tri thuc, lién tuc trong khodng (x1, X2) vdi x 12 mdt gid tri trong
khodng nay: x € (x1,X2), va Ax la gia s0 tai x, ta goi AN(x) 12 s& 1an bi€n ¢d cho ta két qud & trong
khodng (x, x+Ax), xdc suit d€ di€u nay x3y ra la:
AP(x) = lim AN®) (L8)
Nowo N
Khi @6, n€u ton tai mot ham s thuc p(x) sao cho:
o(x)= lim 2P (L9)
Ax—0  AX
thi ham p(x) dugc goi 1a madt dé xdc sudt, hay ham phdn bé théng ke tinh tai x.
AP(x)
X ix+Ax_L

b b, b

0O x; AX X2
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Ta c6 thé viét bi€u thifc clia xdc sudt nguyén to 1a:
dP(x) =p(x).dx. (1.10)

(Ta c6 thé hi€u ring ta da khai tri€n Taylor clia dP(x) theo dx va chi giif lai s6 hang dau).

Trong trudng hop ta c6 ba bi€n ngiu nhién lién tuc, ddc 14p nhau ( X, y, z ), ta s& ¢6 ham phan bd
thong ké 12 ham theo (X, y, 2): p(X, y, z). Xdc sudt nguyén t& d€ x, y, z & trong khodng (x, x+dx), (y,
y+dy), (z, z+dz) dudc viét:

dP(x,y,z) =p(x,y,z).dxdydz. (I.11a)

Ta c6 thé vi€t ngdn gon hon:
dP(F) = p(7).dF (L11b)



trong d6, T=xi +yj+zk, df =dxdydz 12 vects toa do va thé tich nguyén td trong khong gian ba
chiéu qui vé hé truc toa do Descartes.
e Cong xac sudt: N&u hai bi€n cd e; va e, 1 hai bién ¢ xung khic (khdng thé x3y ra ddng thdi),
thi xdc sudt d€ e, hoic e, xdy ra 1a
P(ei hodcer)=P(e;)+P(ey), (1.12)
véi P(e;) va P(ey) 1an lugt 1a xdc sudt d€ xdy ra e; va xdc sudt dé x4y ra es.
Tir cong thite (1.12) trén, ta suy ra diéu kién chudn héa:

P, =1, 1L13)
m
va khi bi€n ngiu nhién 12 lién tuc, xdc suit d€ x & trong khodng (a, b) hoic d€ (x, y, z)e.Z dugc viét:
b
Pla<x<b)= jp(x).dx (L.14a)
P(fed)= [p(F)di. (1.14b)
9

e Nhan xdc suit: Khi hai bi€n c6 e; va e, doc 1ap nhau (tirc 1a viéc x4y ra bi€n ¢d nay khong dnh
hudng dén viéc xay ra bi€n c¢d khic), xdc xuit dé€ e; va e, xdy ra dong thdi la:
P( €1 va ez) = P( €1 )P( €2 ) (115)
Khi hai bié€n lién tuc, doc 14p x vd y ¢6 ham phian b thong ké 1an lugt 13 p(x) va p(y), xdc suit
nguyén t6 dé ta c6 ddng thdi xe(x, x+dx) va ye(y, y+dy) 1a
dP(x,y) =dP;(x).dP, (y) = p; (x)dx.p, (y)dy = p; (x).p, (y).dxdy, trong d6 dP;(x) va dP,(y) la xdc suat
nguyén to dé xe(x, x+dx) va ye(y, y+dy).
Viy, ta s& dinh nghia hAm phan bd thdng ké ctia hai bi€n (x,y):
P(X, ) =p1(X)-p2(¥), (L16)
dé c6
dP(x,y) =p(x,y).dxdy . (1.17)
Mot trudng hgp quan trong ma ta thudng gip la phai tinh p(x) khi di bi€t p(x, y). Khi d6, ta s& st
dung tinh chat sau:

dP, (x) =p; (x)dx= [p(x,y).dxdy (1.18a)
%
=p(x)= [p(x.y).dy (1.18b)
%

Vi du 1: Him phan bd thong ké trong toa do cuc (r, ¢).

y

H.1.8

Vi dP(x,y) =p(x,y).dxdy — dP(r,¢) =p(r,9).do.



Can chd ¥ ring dién tich nguyén t& dxdy khi chuyén sang toa d6 cuc 1a do thi khong phai 1a tich
drde. Ta cAn phai tinh dién tich ndy biing cdch cho r bi€n thién mot lugng dr va ¢ bi€n thién mdt lugng
de. Dién tich nguyén td trong toa do cuc khi ndy sé 1a:

do = rdrde.

(Chd y riing ta da khong 18y hai canh dr va (r+dr).de ma 14y dr va rdg). Vay:

dp(r) =p(r,¢).rdrde

Dé tinh p(r) khi bi€t p(r, @), ta gid s& p(r, ) = C = const.

2w 2n
Theo (I.18a): dPy(r)= [ p(r,@).rdrdg = Crdr [do
0=0 0
= dP; (r) =p(r)dr = 2nCrdr = p(r) =2nrC
Vay p(r) dugc phian bd tuyé&n tinh theo r. [

Vi du 2: Ham phan bd thdng ké trong toa do cau (r, 0, ¢).

d¥ = (r sin 0 dob) |r d5) (d'_r)ﬂ
= r?8in6 dr 48 dp

H.I.9

Trong toa dd ciu (r, 8, @), thé tich nguyén t& dr dugc tinh bing cich chor, 0, ¢ bién thién cdc
lugng nhé dr, dO, de. Khi d6, theo hinh vé, ta ¢6 dugc:
dV =r? sinBdrdode
= dP(r,0,¢) =p(r,0, (p).r2 sin 6drdOdeo .
D& tinh p(r) khi da bi€t p(r, 0, @) ching han, ta gid st ring: p(r, 0, ¢) = C = const. Khi d6, tuong ti
nhu cong thite (I.18a), ta c6:
m 2n
dp(r) = IdP(r, 0,0)= Ip(r, 0, (p).r2 sin 0drd0de = J.Cr2 sin0drddde => dP(r) = Cr’dr j sin 6dO Id(p
.0 0.0 0,p 0=0 00
Tich s& cda hai tich phan sau cho ta géc khdi 4n nén
dP(r) = 4nCr’dr .
Ma dP(r) = p(r)dr = p(r)=4nCr?. [l
Chii y: D tinh thé tich nguyén 16 khi doi hé truc toa dé, ta cé thé ding Jacobien:

o o
o(x,y) . _0X,y) _|or  O¢

o do =|—>=drde, vdi 1=—"=
° ‘a(r,cp) O e |y oy

Gr%



V6i x=rcos@, y=rsing = I =r.

= do=rdrdg.
edr = |[2YD)] 4 40de, voi
o(r,0,0)
or 00 0o
| _0yn) _|oy oy oy
o(r,0,p) |or 00 O¢
o o
or 00 O
Vi x=r.sinb.cose, y=r.sinf.sinp, z=rcoso.
= I=rsin6 .

= dV = rzsinHiner(p .0
I.B.2 Gi4 tri trung binh ctia mot bi€n ngiu nhién
N&u P(u;) 12 xdc sudt dé bi€n ngiu nhién u cé gid tri w, gid tri trung binh i clia u dudc tinh:
2. P(u;)u;
B
2 P(uj)
i
Ta c6 ngay két qud khi u 12 mot hiing s6 @ = u = const (tri trung binh clia mdt hiing s6 13 bing
chinh hiing s d6).
Trudng hgp bi€n ngiu nhién u bi€n thién lién tuc, ta c6 cong thic:
I u.dP(u) I u.p(u).du
[dP(w)  [p(u)du

Khi ta ¢c6 mot ham f(u) theo bi€n ngiu nhién u (vi du nhu ta mudn tinh dong niing E4 clia mdt phin

u= (I.19a)

(1.19b)

u=

9 2 (NG X *A N A e 2 A 9 P 2 ~ z N 1
tu khi theo bi€n ngau nhién 1a vin tdc v ciia phan tr khi chang han, ta s& c6 ham: E4=f(v) = 5 mv’,

véi m 1a khdi lugng ctia phan t khi), ta ¢6 cong thic tinh gid tri trung binh clia hAm nay nhu sau:
- Zf(ui)-P(ui)
fuy=-———— | (1.20a)
2. P(u;)
i

va khi bi€n ngiu nhién c6 gia tri lién tuc trong khodng (a,b):

b b
[f(u).dP(u) [f(u).p(u)du
f(u)=2 - =2 . (1.20b)

b
[dP(u) [ p(u)du

Ta ciing c6 cdng thirc twong tu khi phdi tinh tri trung binh ctia ham f(u,v) theo hai bi€n ngiu
nhién doc lapu va v:
ZZP(ui,Vj).f(ui,Vj)
fu,v)=—1 : (1.21a)

ZZP(ui,Vj
1)




trong d6: P(u;, v;) =P, (u;).P, (v;) v6i Pu(uj) va Py(vj) 1an luot 1a xdc sud't d€ cdc bi€n u, v ¢6 gid tri u;

va Vj.
Khi cdc bi€n u, v nhin cdc gid tri lién tuc: ue(a,b); ve(c,d), gia tri trung binh cia ham f(u,v) dudc
tinh:

bd bd
Hf(u, v).dP(u,v) ”f(u, v).p(u, v).dudv
f(u,v)=2¢ od =ac o . (121b)
”dP(u, V) jjp(u, v).dudv

Chii y ring tit ¢4 cdc cong thite (1.19a,b), (1.20a,b), va (I1.21a,b) déu trd nén don gidn hon néu ta c6
céc diéu kién chudn héa:

2 P(u)=1, (1.22a)
i
b
[dP(u) =1, (1.22b)
a
ZZP(ui,Vj)zl, (122C)
ij
va
bd
[[dP(u,v)=1, (1.22d)
ac
Khi ¢6 hai ham f(u) va g(u) cing bi€n thién theo bién ngiu nhién u, ta cé:
f(u)+g(u)==f(u)+g(u), (I1.23a)
Chiing minh

Gia st ta dd c6 cac diéu kién chudn héa dudc thda. Khi nay, theo dinh nghia:

f(w)+g(w) =2 Pu)[f(u)+gw)] =3 Pu)f(w,) + 2 P(u;) g(u;)

=f(u) + g(u).[]

Tng quat, ta c6:

cf(u)=c.f(u). (1.23b)
Tuong tu, ta cling chitng minh dugc ring
f(u).g(u) =f(u).g(uv). (1.23c¢)

I.B.3 Thing gidng cia mot dai lwgng ngiu nhién

D€ danh gia su sai 1éch trung binh cia mot bi€n ngiu nhién u ddi vdi gid tri trung binh 1 cla bién
nay, modt cach ty nhién, ta s€ tinh dai lugng Au v6i Au=u—u la dj léch khoi gid tri trung binh.
Nhung:

=1

Au=u-u=u-

=1u,nén
Au=0, (I.24a)

vi Iy do Ia cdc thing gidng cta bi€n u quanh gia tri G da bu trir 1An nhau khi u 16n hon hodc nhd hon .

~

\%

=1l

Nhu vy, ta phdi tinh gid tri trung binh cla binh phudng do 1&ch, tic 1a phiong sai (Au)? :



(Au)? =(u-1)% =(u? —2uu -1?)

Viy, ta c6:

(Au)? =u? -2, (1.24b)
D¢ thang gidng cua u dugc dinh nghia bdi

c5=\/(Au)2 =\/u2 —u?, (I1.24¢)

Trong hai phin ti€p theo, ta s& khdo s4t hai phan bo thdng ké quan trong, ri't thudng gip trong cic
van dé cla vatly thong ké.
I.B.4 Phan bé nhi thite

Xét phép thir gieo ddng tién. Mdi 1an gieo c6 hai kha ning: mit s6 hodc mit hinh hién ra, dudc ki
hiéu 14n lugt 1a (+) va (=), va xdc sudt 1an lugt 1a P, va P_. Piéu kién chudn héa cho ta:
P, +P_=1.
Ta tinh x4dc sudt P(N, n ) d€ c6 n 1an bi€n c6 (+) xudt hién sau N 1an thf (n <N ):
Gia st sau N 14n tht, ta c6 mdt chudi bién cd:
S (H)(H)--.(H)(H)()-.(5)
n N-n
Xic suit d€ c6 chudinay la: P(S,)=PIPN™

Tuong tu, ta c6 thé c6 mdt chudi S; nhitng bi€n c¢d vdi bi€n cd (+) xuat hién n 1dn va bi€n cd (-)
xudt hién N-n Ian, véi xdc suat: P(S;) = PPN,
Vi hai chudi bi€n ¢ kh4c nhau 14 xung khic, P(N, n) 12 tdng clia tit cd cdc chudi ¢ n 1an bién cd

(+) vd N-n bi€n ¢d (-). B6 1a cdch sip x&p khdc nhau clia n bi€n ¢d (+) trong N bién ¢d, tifc 1a bing:
. N
N (N =)
Vay

P(N,n)=>Y P(S;)=CLP(S;)=CrPIPN™
i

Cudi ciing, ta c6

|
P(N,n)=— ' pnpN-n | . (1.25)
n!(N —n)!

Phan bd nay dudc goi 1a phdn bd nhj thiic.
Chii ¥ riing ta ¢6 cong thiic khai trién nhi thifc:
N
(a+b)N =S Ccra"bN ™.
n=0
Tir d6, ta c6 thé ki€m chitng diéu kién chuén héa ctia P(N, n):

N N
S P(N,n)= Y CRP,"P. N = (P, +P )N =1.
n=0 n=0



I.B.5 Phan bd Gauss (phan bd chuin)

2wo?) '

(27’02)—1!:_':-”2

Xo X

H.I.10

Phén bé Gauss 1a phan bd lién tuc, c6 ham phan bd thdng ké cho bdi:

p(x) = e 80" 27 (1.26)
2162
Trong do, xo 12 vi tri ctia phan bd; dudng bi€u dién cia p(x) theo x ddi xting qua dudng thing x =
X0, V2 & dugc goi 12 bé rong clia phan bd. Ta thd'y dudng bi€u dién p(x) c6 dang hinh chudng.

I.C Tap hgp thong ké. Nguyén 1y ergodic
I.C.1 Sy ti€n héa theo thdi gian cia mét hé vi mé

Co hoc thong ké c¢6 muc dich 12 md td chinh xdc nhat c6 thé dugc nhitng tinh chdt vi md cla mot
hé vi md, xud't phat tf nhitng dic tinh vi mo cla nhitng hat cAu tao nén hé. Mudn viy, trén nguyén
tic, ta phdi tinh dugc bi€u thic ciia haim Hamilton ctia hé. Nhung diéu nay khong thé dugc, vi § mitc
dd vi mo, ham Hamilton chi c¢6 thé tinh gin diing; hé vi md khong bao gid & trang thdi hoan toan
dirng (1a trang thdi c6 nhitng dai lugng dic trung khong ddi theo thdi gian), ma lai ti€n héa theo thdi
gian.

Mit khic, ta cling khong thé hoan toin cd 1ap mot hé d€ khio sit, vi nhitng tuong tic clia hé véi
moi trudng bén ngoai tuy khong ddng ké & mic d6 vi md, nhung lai khong thé tinh hoan toan chinh
xdc ¢ mic do vi mo.

Vi nhitng 1y do trén, ta khong thé theo ddi chi ti€t nhitng tinh chat vi mo ctia mot hé vi moé ma phai
diing phuong phdp thong ké d€ tinh nhitng thing gidng giy ra do sy khong dn dinh vé mit vi md cia
hé.

I.C.2 Tri trung binh theo thoi gian

Gid sl ta xét mot dai lugng c6 gid tri f(t) bi€n thién theo thdi gian t ciia mot hé § trang thdi cin
biing, ching han nhu s6 phin ti¥ khi n(t) trong mot thé tich V nao d6 clia binh chita. R rang riing n(t)
c6 gid tri thay ddi theo thdi gian t, vi nhitng phin tif khi chuyén dong hdn loan. Pudng bi€u dién n(t)
dudgc cho trén hinh vé:



U T e e SR n(t)

(b)

H.L11

Tri trung binh theo thoi gian cta f(t) dugc dinh nghia:

R to+7
f=lim = [f(t)dt. (1.27)
T T t0

Theo dinh nghia nay thi d61 v6i hé vi md & trang thdi can bi‘lng, f ddc lap véi ty, 1a thoi diém tr d6
bit ddu phép do. Nhung d6i véi hé c¢é nhitng thay ddi vi mo, v6i nhitng khodng thdi gian T ma ta thyc
hién phép do thi f chi md t& hé & trang thdi cAn biing méi ma khong giit lai dugc dau tich cla sy bi€n
thién. Vi du nhu khi ta it vach ngin trong binh chita, s§ phan tif trong thé tich V ting nhanh va sau d6
dat gia tri 6n dinh v6i nhitng thing gidng nhd. Tri trung binh theo thdi gian 0 clia s6 phan ti khi trong
V chi cho ta biét trang thdi cAn bing mdi dugc thi€t 1ap sau do.

(a)

n(t)

L

(b) (c)

H.I.12

I.C.3 Tri trung binh trén tap hgp

Thay vi khdo sit mdt hé vi mo duy nhit theo thdi gian nhu & trén, ta c6 thé tao ra mot sd 16n
nhitng hé gi6ng nhau, dit dusi cliing nhitng diéu kién vi md. Vi du nhu ta chudn bi mot s rit nhiéu
nhitng binh chifa c¢6 cling kich thuéc, cho vao cling mot loai khi, dit dudi cling nhitng diéu kién nhu 4p
suit, nhiét do, ... Khi s6 hé nay 1a rat 16n, ta c6 tdp hop thdng ké (hay tap hgp Gibbs).



Tai mot thdi diém nha't dinh nao d6, ta xét td't ca cdc hé cla tap hgp thong ké nay: cdc hé nay déu
& trong cling trang th4i vi mo, nhung c6 thé & trong céc trang thdi vi md khic nhau. Vay, nhitng hé nay
chi giéng nhau & mic @6 vi mo, nhung su ti€n héa theo thdi gian cla ching lai khidc nhau & mic do vi
mo.

Ta goi N 1a s& hé cia tAp hgp thong ké trén, Ny 1a s6 hé & cung trang thai vi md (I). Ta mudn do
gia tri cia dai lugng f, 1a f cha trang thai (I). Tri trung binh trén tdp hop cta f dugc dinh nghia:

fy = N > f,P,, (1.28a)
N
0)
Né&u N rit 16n, ta c6:
fy > f=>1,P, (1.28b)

(0)

v6i P, = lim — 1a x4c suat dé mot hé & trang thai (l), dugc goi la xdc sudt chiém dong & trang thai
N—oo
.

I.C.4 Nguyén ly ergodic

Theo trén, ta c¢6 hai cdch tinh gid tri trung binh cia mot dai lugng nao d6 cia mot hé vi mo.
Nguyén ly sau ddy sé& cho ta bi€t mdi quan hé gitta hai phuong phdp trén:

Nguyén ly ergodic: “ Khi hé & trang thdi cdn bdng, gid tri trung binh trén tdp hop cia mét dai
lugng vat Iy ciia mot hé tai mot thoi diém nao dé tring vdi gid tri trung binh ciia dai lugng nay tinh
theo thoi gian ciia mot hé duy nhdt ”.

Noéi khéc di, ta c6 “su twong duong giita tri trung binh theo thoi gian va tri trung binh trén tdp hop:
(fy=f .

Trong vat 1y thdng ké, thay vi tinh gid tri trung binh ctia mot dai lugng theo thdi gian, ta s& ludn
ludn sit dung tri trung binh trén tAp hdp, c6 nghia ring ta ludn xét mdt tip hop thong ké clia hé ma ta
khao sat.

I.D Entropi thong ké
I.D.1 Khai niém

Trong linh vyc truyén thong, khi ta khong thé bi€t truéc mot cach chic chin két qua ctia mot bi€n
c6 ndo d6 ma ta can phdi ding 1y thuy&t x4c suat, titc 12 khi d6 ta khong c6 day dui thong tin vé bién
cd nay. B€ do ludng mitc do thi€u thong tin vé cdc bi€n cd, ta dua vao khdi niém entropi thong ké.

Xét tap hgp M bién ¢d: {e,, m=1, 2, ..., M}, mdi bi€n ¢d c6 xdc suat tuong ¥ng Py, (vay, 0 < P, <
M
1,va > P, =1).Entropi thong ké lién két vdi tdp hdp nay dudc dinh nghia nhu sau:

m=1

M N .
S(P,P,,...P\) ==k > P, InP,, |(kla hing s6 duong ) (1.29)

m=1

v6i P, InP,=0 néu P,=0.
(Chii ¥ riing phin bd sung clia dinh nghia P, InP,=0 khi P,=0 dugc dwa vao d€ phu hgp v6i két

qua lim(xInx)=0).
x—0



Dinh nghia trén clia entropi thong ké 13 tdng quét, dugc st dung trong ly thuyét thong tin. Khi st
dung khainiém nay trong vat ly thdng ké, ta s& c6 gia tri hiing s6 k thich hdp, nhu ta s& thiy duéi day.

L.D.2 Tinh chat

Vi P,<1,talubnecd S=>0.
e S doi xitng véi moi phép hodn vi clia bién P;:
S(Py,Py s P, P,y s Py ) = S(P, Pyt Py, P Py )
e S c6 gid tri cyc ti€u: Spin= 0 khi mot trong cdc bi€n ¢ 1a chic chdn P; = 1 (tdc 1a khi d6 Pj=0,
i),
Vay, khi ta c6 ddy di thong tin vé mdt tip cdc bi€n c0, entropi thong ké c6 gid tri cuc tiu bing

khong.
e S c6 gid tri cuc dai Spax khi tit cd M bi€n c& 12 dong xdc sut:
P, =P, =..=Py =ﬁ = S, =khM (L30)

Nhung khi cdc bi€n c§ 12 ddng xdc suit tic 1a ta hodn toan thi€u thdng tin vé& cdc bi€n cd, vay,
entropi thong ké cyc dai khi trang thdi clia cdc bi€n c6 12 hodn toan “hdn don” (hoan toan mat trat tu).
Tém lai, ta ¢6 cdc gi6i han cda entropi thong ké: 0<S<kInM.

1.D.3 Entropi thong ké trong co hoc thong ké

Trong cd hoc thdng ké, hiing s6 k dugc chon 1a hiing s Boltzmann, c6 gid tri bing
k=1,38.10" J/K.

Khi nay ta di dong nhat khdi niém entropi thdng ké& v&i khdi niém entropi nhiét dong luc da dugc
stt dung tir 1au trong vat 1y (Clausius, 1850). Vay, entropi thdng ké dugc xem nhu 12 d6 do ctia sy thi€u
thong tin lién quan d€n nhitng trang thdi vi mo ctia hé vi md. N6i cdch khéc, entropi thong ké 1a do do
clia tinh ngiu nhién (hay tinh “hdn loan”) lién hé dén dic tinh vi mo6 ciia mot hé vi mo.



BAITAP

BT I.1 Xét ba electron c6 niing lugng toan phan 12 E = 2¢, dugc phan bd trén ba mic ning lugng cich déu
nhau: =0, €, = ¢, &,=2¢. Bac suy bién clia cdc mdc 1an lugt 1a: go= 3, g1=2, g,=2.

1/ V& s dd phan bd cdc electron trén cdc mifc ning lugng va d&€m sd trang thdi vi mo khd di, bi€t ring
cic electron 12 khong phan biét dugc va 1a cdc fermion (tic 12 hai electron khdng thé & trong cting mdt trang
thai lugng ti).

2/ N€&u goi trang thdi vi mo 1a trang thdi clia hé c6 ning lugng toan phan bing E = 2¢ va s6 hat & mdi
mtc ning lugng 12 nhu nhau, ta ¢6 tit cd bao nhiéu trang thdi vi mo6 ?

BT 1.2 Cho hé ba mic ning lugng €, = €, &, = 2¢, &3 = 3¢, ¢6 cdc bac suy bién 1an lugt1a g, =1, g,= 2, g3 = 3.
Nhitng hat khong phin biét duge dugc phan bd trén ba mic ning lugng nay, c6 ning lugng todn phian
12 E = 3¢, va ¢ sd hat khong xdc dinh. Goi trang thdi vi mo6 13 trang thdi dugc dic trung bdi ning
lugng E = 3¢, va s6 hat trén mdi mifc ning lugng 12 nhu nhau.
Hiy vé so do phan bd cdc hat trén cdc mic ning lugng va d€m s6 trang thdi vi mo cling nhu s6 trang
th4i vi mo kha di tuong ing vdi s6 trang thdi vi mo trén.
BT 1.3 Hiy vé qui dao pha trong mdi trudng hgp sau:
1/ Cha't diém khéi lugng m chuyén dong theo quan tinh.
2/ Chat diém khdi lugng m roi ty do khong vén tdc dau & ndi ¢ gia toc trong trudng g.
3/ Chat diém M khoi lugng m mang dién tich—e (e > 0), chuyén dong trong dién trudng clia mot dién
tich diém +e ditng yén. Cho biét vi tri va van tdc lic dau ctia M 1a 1y va vy = 0.

BT L4 Xét vectd V=0OM c6 do 16n khong déi, quay déu quanh gdc O ciia truc Ox theo chiéu dudng cia
vong tron lugng gidc.
1/ Tinh xdc suat d€ géc (&, OM) c6 gié trj trong khodng 6 va 6+d6.
2/ Tinh mat do xdc sut p(V,) d€ hinh chi€u cla \70(’) gid tri la Vi trén truc & .
V& dudng bidu dién ctia p(V,) theo V.

BT L5 Haiy tinh tri trung binh N va phuong sai (An)2 trong phan bd nhi thitc.

BT 1.6 Cho phian bd Gauss:
p(x) = L0
2nc’

1/ Chitng minh ring p(x) di dugc chuin hoa.
2/ Tinh X va (Ax)?.

. N! _
BT L7 Xétphanbd nhj thic: P(N,n) = ——— P! pN™"
n!(N—n)!
trong trudng hop N ra't 16n, n rat 16n va dugc xem nhu bié€n thién lién tuc trong viing gan N va di xa N (tifc 1a
ham P(N,n) bi€n thién chAm trong khodng gifta n va n-1: |P(N, n)— P(N,n - 1)| << P(N,n)).

1/ X4c dinh gi4 tri c4i nhién nhat n,, cda n. Cho bi€tn! = n"e™
2/ Khai trién Taylor ctia ham InP(N,n) quanh gi4 tri n,. Suy ra ring & trong nhitng diéu kién da cho &
trén, phan b nhi thitc tuong duong véi phan bd Gauss. Hiy chudn héa him phan bd nay.

BT 1.8 Phin bd Poisson dugc dinh nghia bdi xdc suit dé€ mot bi€n ngiu nhién cé nhitng gid tri n (nguyén,
duong, hay bing khong) 1a
an
=—=e %, v6ia>0.
n!
1/ Chitng minh riing P, da chuin héa.

P

n



2/ Tinh 1.
3/ Xét phan bd nhi thitc P(N,n) = CR PP PN v6i P, << 1,N>>1van<<N.
Chitng minh ring khi nay, ta s& c6 P(N,n) 12 phan b8 Poisson.

ax

BT 1.9 Xétham phan bo ¢6 dang ham mii p(x) = Ae™
qud trinh phin ra phéng xa, sy bi€n thién clia s6 phan t khi theo dd cao, ...).
1/ Hay chuin héa p(x).
2/ Hay tinh tri trung binh, phuong sai va do thing giang.

véi A>0,x > 0.(Ham phin bd nay dic trung cho

BT 1.10 Theo dinh ludt Maxwell, s6 phin t khi c6 van tdc & trong khodng [v, v+dv] dudc phan bd theo cdng
thite: dN = Np(v)dv, v6i p(v) = AvZe Ek/KT
clia kh6i khi, va k 12 hiing s& Boltzmann. N 1a tdng s& phan t¥ khi.

1/ X4c dinh hiing s& A.
2/ Dung cac tich phan Poisson:

o0
Ll 2n—-D | =
Izn:J.X2ne ax dX:( ) ,
2n+1 2n+1
0 a
° nl | =@
— 2 .
Ly = J‘XZMG Ydx = nrl | 20t
0 2a a

dé tinh van t6¢c trung binh V va vén tdc toan phuong trung binh v? .

, trong d6, E, 1a dong ning clia mdi phan tt, T 1a nhiét do

Hiy so sénh Vv va \'v2 véi van toc cdi nhién nhat v,,.
dp(v)
v

=0).

V=vm

(Vi dugc dinh nghia bdi:

3/Hay tinh v, V v va Vi clia phin t& monooxit cacbon CO & 300 K va & 1000 K.

BT L11 Xéthé vatly 1a mot dao dong tir diéu hoa tuyén tinh:
x(t) = xgcos(ot+@ ).
Tri trung binh theo thdi gian ciia mot dai lugng vat 1y nao d6 f ciia dao dong ti nay dugc tinh:

e
f=;kﬂom,

v6i 1 1a chu ki clia dao ddng ta.
A

1/Hay tinh X va x° .

2/ Xét tip hgp thong ké clia nhiéu dao dong ti diéu hoa tuyén tinh c6 cling tdn s géc @ va cd cling
ning lugng toan phan. Gia sk ring cdc gid tri cia pha dau ¢ déu dong xdc suit trong khodng 0 va 2w (gid thiét
vi chinh tic)

Tri trung binh trén tAp hgp cia mot dai lugng f dugc tinh:

= 1 (2n
f=—1/|"f(p)deo,
2nd PP
Hay tinh X va x2 . Suy ra ring hé cdc dao dong tit ndy 1a tAp hdp ergodic.
3/ Ta c6 thé suy ra ring hé gdm nhiéu dao dong tir diéu hoa tuyé&n tinh 14 tip hgp ergodic khong ?

BT 1.12 Dung phuong phép thira s6 Lagrange dé chifng minh riing entropi thong ké S c6 cuc dai khi tit cd M
bi€n cd ngiu nhién 13 déng x4c suat.



VAN PE 1A

Bai toan “buéc di ngiu nhién” (random walks).
MG rong cho bai toan khué&ch tan ctia mot phan ti khi

Mot ngudi say rugu di vé nha trong tinh trang khong tinh tdo, thuc hién cdc budc di mot cach vo trat tu.
D6 1a bai todn “budc di ngAu nhién” hai chidu. § day ta xét bai todn mot chidu, 6 rat nhidu tng dung trong vat
ly thong ké. Ta quy u6c:

® Phin ti chi ¢6 thé di chuyén trén mot dudng thing.

® Mbi budc di c6 khodng cach L.

® MObi bu6c sang phdi hay budc sang trdi dugc thuc hién véi x4c suit bing nhau: p =q = %, va mdi
budc 1a doc lap véi cac budce khac.

1) Vi€t bi€u thic cta xdc suat P, d& c¢6 n, budc sang phdi va n, budc sang trdi sau mot s§ budc n. Tinh
gid tri trung binh va phudng sai 6° tng véi np, va n.

Tinh xdc suat, tri trung binh va phuong sai tng véi quang dudng di dudgc :

x=(n,—n) L=mL.

2) Chitng minh ring doi véi n rat 16n (n >> m), P, sé& dudgc tinh theo phan bd Gauss. St dung cong thitc
Stirling : Inn! ~ n In n —n va cong thiic gin dingIn(1+ &) ~ £ 3.

3) Bing nhan xét l1a xdc suidt d€ tim thdy phdn t trong khodng (x, x + Ax) 1a AP (n, Ax) =

ZP(n, m), va khodng cédch giita 2 d9 dich chuyén lién ti€p 12 2L (ki€m nghiém lai vé6i cdc gid tri n = 2, 3),

titcd m
trong Ax

U , L Ax N
suy ra sO gid tri cua m trong khoang Ax la Z . Tt d6 suy ra ham phan bo p (X, n). Chuan héa ham nay.

4) Bai todn trén c¢6 thé 4p dung cho ham phian bd p(x, t) clia mot phan i khi theo quing dudng di dugc
X vao thdi diém t.
2

a) Vi€t ham phan bd nay theo hé s6 khué&ch tdn D = > vGi T 1a thdi gian gilta hai va cham.
T

b) Goi P,(i) 1a xdc sudt d€ phan ti & vio vi tri i sau n bude. Ki€m ching riing ta c6 :

Pn(l) :an—l(i+ l) +an—1 (1' 1)
1 . 1 .
:5 n—1(1+1)+5Pn—1(1_1)

¢) Viét tai biéu thitc trén theo cdc bi€n s6 mdi x = iL va t=tL.
Diing khai trién Taylor cho cdc bidu thitc cia P(x,t) va P(x, t - ) d& riit ra phuong trinh khuéch tin

cho giéi han continuum.



VAN PE 1.B

Gidi thi¢u phuong phap Monte Carlo.
Ap dung d€ tinh dién tich hinh phing, khéi lvgng
va moment quan tinh mot hinh khoi

26099 | 65801 | 69870 | 84446 | 58248 | 21282 | 56938 | 54729 | 67757
71874 | 61692 | 80001 | 21430 | 02305 | 59741 | 34262 | 15157 | 27545
08774 | 29689 | 42245 | 51903 | 69179 | 96682 | 91819 | 60812 | 47631
37294 | 92028 | 56850 | 83380 | 05912 | 29830 | 37612 | 15593 | 73198
33912 | 37996 | 78967 | 57201 | 66916 | 73998 | 54289 | 07147 | 84313

1) Bdng trén gdm nhitng s& ngdu nhién. Chon 35 s& trong 7 c¢ot dau tién dé thyc hién phép tinh sau: Vé
V4 dudng tron ban kinh don vi trong Y4 thit nhat cia mit phing toa d6 xOy. Tl con s& diu tién trong bang,
26099, trich ra 4 chit s6 dau: 2609, va tao ra hai s6 tir 26 va 09 theo qui ticr; = 0.26 va r, = 0.09, ta s& c6 mot
di€ém trong mit phang xOy theo (y = 0.26; x = 0.09). Nhu vay, @ng vdi 7 cot diu trong bang trén, ta ¢6 n;, = 35

4 g 4 g Y N ~ A 2 ~ m
diém. Bém s6 di€m m; nam trong ¥4 dudng tron. Lip tisd6 p; = —L.
n;
A o Ar N O Ar AR A mp ms .
Thuc hién phép tinh tuong tu v6i 8 cdt va 9 cot dau ti€n, ta c6 cdc O Pp =—— va p3=—— vlim =
Ny nj

40 va n3 =45.
R | . e .
So sanh py, p, va p3 v6i gid tri 2 =(.785. Tinh cdc dd sai s6 tuong d6i. Nhan xét.

K§ thuit trén, st dung cdc s6 ngiu nhién, 1a ndi dung chinh clia phuong phdp Monte Carlo (tir d6 c6 tén
goinay).

2) Phan 16n cdc ngdn ngit 1ap trinh trén mdy tinh déu c6 mot ham cho trude, goi 1a random trong
Pascal, rnd trong Basic, ... cho ta nhitng s& chuin ngiu nhién (pseudo random numbers — nombres pseudo
aléatoires). Vi€t chuong trinh twong &ng vdi thuit todn (algorithm) sau:

(Diing him randomize dé c6 mot diy s6 chuidn ngiu nhién).

Bué6c 1: Bit ddu mot diy s6 ngiu nhién.

Bu6c 2: Lap lai m 14n, n 14 s6 nhitng s6 ngdu nhién sif dung.

Budc 3: Chon nhitng s6 ngiu nhién x vd y saocho 0 < x < 1.

Budc 4: Néu x> +y* <1, ting s6 d€m: n <« n + 1.

Bu6c 5: Cham dift buéc 2.

Buéc 6: Cho ra 4 (n/m).

Budc 7: K€t thic.

Thudt todn trén cho phép ta tinh dugc gi ? Giai thich.

3) V& hinh cAu b4n kinh don vi tim nim tai gdc toa do, ndi ti€p trong mdt khdi 1ap phuong c6 mot dinh
toa dd (1, 1, 1). Gid s ca khdi cau va khdi 1ap phuong déu c6 mat dd khdi bing don vi. Chia khdi 1ap phuong

N kS X A d 1 g d 4 <) A
lam N phan bang nhau, vy moi phan c6 thé tich ﬁ Viét thut todn dé tinh thé tich khoi cau.

4) Thay ddi thuit todn trén d€ tinh moment quan tinh ctia kh&i cAu d6i véi truc z.



VAN PE I.C
Mat do trang thai cta khi ly tuéng (KLT)

I/ Trudng h¢gp mét phan tit khi

Xét mot hat phan ti KLT dudc nhdt trong mot hop chit nhat ¢6 kich thude Ly, Ly, va L,. Khdo sat lugng
tlr cho ta k&t qua 1a khi dit nhitng Ig_iéu_l_;ién gi6i han tudn ho;g‘n cho ham séng dédc trung cho hat, ham nay s€ c6
dang séng phing: :

1 iRy

0y =——e KT,

W

V: thé tich ctia hop.
H.L.13

7K 1a ddng lugng trong trang thdi dirng @, va ndng lugng tucng ing la:
S

K om’

m 12 khoi lugng cla hat va 7 12 hiing s6 Planck.

Trong trudng hop ndy, dong lugng K s& bi lugng ti héa:

R=t. 2 iy 2 2 5

K=/¢, L ex+1y L, ey +{, L €0 Llyy,€%.(9

Viy ndng lugng E; tao thanh phd gidn doan.

Sau day, ta gid st kich thudc hop rat 16n, khi d6, khodng cdch giita hai vach phd sé rit nhé va ta c6
ning lugng E 12 bién thién lién tuc. Piéu nay cho phép ta tinh mdt do trang thdi cia hat.

1) Chitng té ring do bién thién clia K lién hé v6i E qua biéu thic:

dK =L [Mp-124g
2\ 42

2) P&€m s6 trang thdi ciia hat tuong ¢ng v6i khodng ning ludng giita E va E+dE tic 1a d€m s6 vects K
ma d6 dai & trong khodng K va K+dK; miii nhitng vectd K niy niim gidi han giita hai mit ciAu ban kinh K va
K+dK. L6p v6 cAu ndy c6 thé tich 4nK?dK. Theo cong thic (*), cdc vects K c6 dinh nim & cdc nit clia mot
mang trong khong gian K, tuong Gng véi cdc gid tri khdc nhau cla Zx’y’z. Chitng minh ridng, véi mot phép xap
xi kha chinh x4c, ta ¢ s6 nit nay la

4mK*dK

8nd /v
3) Tir d6, hiy suy ra bi€u thic ctia mat dd trang thdi p(E) d&ng v6i ning lugng E:

V2
2nnd
ciing chinh 12 s6 nit ma ta tim thiy & ciu 2).

p(E)= mY2EY? bing cdch nhan xét ring p(E)dE, sd trang thdi tuong Gng trong khodng E va E+dE,



II/ Truong hgp mot hé KLT

Xét hé gom N hat tu do, khong k& spin, giong hét nhau nhung ban chat khac nhau (d¢€ khong tao thanh
hé hat ddng nhat_ va nhu vay, ta khong cin d€ y d&n “tién dé doi xiing” d6i v6i hé nay). Gid st N hat nay 1a
ddc 1ap va dugc nhdt vao mot hop chit nhit nhu trong  phan I/

1/ Vi€t bi€u thic tinh ning lugng toan phan E clia hé theo cic vecto k; cta hat (i), véi m 1a khdi lugng
ctia mdi hat.

2/ Ta dinh nghia vectd K trong khong gian 3N chiéu:

K= {klx > kly > klz R kNx > kNy > sz }

a/ Tinh thé tich vy cia mot khdi chit nhat nguyén t3 xdc dinh bdi cdc dinh ciia vecto K trong khong gian

nay.

b/ Biét ring thé tich cda mot khdi cAu ban kinh K trong khong gian 3N chiéu dugc tinh:

Vin = 3N—K , v6i I'(—— +1) 1a ham gamma, diing cong thitc vi phan dé€ tinh dién tich S;n(K)
re+ D) 2

clia mit cau nay.
¢/ Theo dinh nghia, s6 trang thdi p (E)dE c6 nidng lugng trong khodng E va E+dE dudc tinh:
S;n (K)dK
Sy (E)dE = M v6i py (E) 12 mat do trang thdi.
V3N
Tu d6, hay chiing minh:

3N
pn (E) = C(N).VN (%) 2 trong 6 C(N) 1a hé s& dudgc tinh:
3N/2
N 1
€= i( . 2 j " 3N
2\2nh L+

d/ Diing cong thic Stirling: T'(x +1) # x*e *v/2nx khi x >> 1 d€ tinh lai C(N) khi N rat 16n.




Chuong I1

PHAN BO VI CHINH TAC.
TIEN BE CG BAN CUA CG HOC THONG KE

IILA Trang thdi cAn biing clia mot hé vi mo

II.B Tién dé cd ban clia cd hoc thdng ké. Todn ti Liouville
I.C Céc tham s vi md

II.D Qu4 trinh thuin nghich va qu4 trinh bat thudn nghich

ILA Trang thdi cin biing ctia mot hé vi mé
IILA.1 Ciéc dai lugng dic trung cia hé vi mé

DPé dic trung cho trang thdi vi mo clia mot hé vat 1y, ta thudng ding cdc dai lugng nhu: ning
lugng, thé tich, nhiét do, 4p suit, s6 hat, mat do, ...

N&u nhitng tham s6 nay dugc xdc dinh tir nhitng diéu kién bén ngoai, ¢6 gia tri chic chin, thi dugc
goi 1a tham sé ngoai. Chi Y ring cdc tham sd ngoai ndy bao gid ciing dudc cho véi mot do bat dinh
thu'c nghiém nao d6, bdi vi ta khong thé ki€m tra dugc ddy di nhitng diéu kién bén ngoai.

Mot khi hé vi md dang xét c6 nhitng tham sd ngoai dugc An dinh rdi, thi c¢6 nhitng dai lugng vat 1y
clia hé sé ty do bi&n thién do nhitng thing gidng vi md cta hé. Cdc dai lugng nay dudc goi 1a bién sé
néi. Viy nhitng bi€n sd ndi clia mot hé duge dic trung bdi cidc phan bd thong ké.

Vi du: e Khi ta 4n dinh gid tri cia ning lugng toan phan, thé tich, va s6 hat cho mot hé thi cac dai
lugng nay dude bao toan (khdng thay ddi). P6 1 cdc tham s& ngoai. Khi @6 néu ta xét mat do hat tai
mot thdi di€m nao d6 cta hé thi dai lugng nay tu do bi€n thién nén 12 bié€n sd noi.

e Né&u bay gid ta lai 4n dinh gid tri cda thé tich, s hat, va nhiét dd cho hé thi khi nay, ning lugng
ctia hé c6 nhitng thing gidng, tifc 1a chiu su phan bd thdng ké. Viy, thé tich, s6 hat, va nhiét d6 1a cic
tham s ngoai, trong khi ning lugng 12 bi€n s6 ndi. [

Nhu viy, ta thdy ring mot dai lugng vat 1y (trong vi du trén 1a ning lugng) c6 thé 1a tham s ngoai
hoic 12 bi€n s6 noi tlly trudng hop cu thé cla bai todn, ta 4n dinh nhitng dai lugng nao cé gia tri
khong ddi (vdi sai s6) va d€ cho dai lugng nio c6 su bién d6i thong ké.

II.LA.2 Hé co lap & trang thdi can biing

Mot hé vi md dudc coi la hé ¢é Idp khi hé nay khong trao dsi nidng lugng va ciling khong trao ddi
hat véi moi trudng bén ngoai, nghia 12 ning lugng toan phan cla hé dugc bdo todn va nhitng trang
thai vi m6 kha di ctia hé (c6 thé 1a vo s6) déu phdi tuong thich vdi gid tri cia ning lugng toan phian
nay.

Nhu vdy, d6i véi mot hé co 1ap, cdc dai lugng nhu ning lugng, s6 hat thé tich, ... déu dugc bio
toan nén déu la cdc tham sd ngoai.

Mot hé vi md & trang thdi cdn bang khi cic dai lugng vi md dic trung cho hé khong thay ddi theo
thdi gian. N&u Itic ddu, mdt hé cd 14p khdng & trang thdi cAn biing thi sau mdt thdi gian ndo d6 (goi 1a
thoi gian hoi phuc), hé ciing sé& di vé trang thdi can bing.

Vi du: Xét modt khdi khi lic diu duge nhdt vio mot phan bén trdi c6 thé tich V; ctia mot hdp. Phan
con lai ctia hop c6 thé tich V, trong khong. Hai phan nay dugc ngin cdch bdi mot vach ngin C. Khi ta
riit C ra, cdc phan tif khi s& din dian chi€m toan bo thé tich V,+V, clia hop. Sau khodng thdi gian hdi



phuc, mat dd phan tir khi s& ddng nhat tai moi thdi di€m trong thé tich ctia hop va sé khong con thay
ddi theo thdi gian. Trang thdi sau cling nay ctia khdi khi 12 trang thdi cn biing. [

IL.B Tién dé co ban ciia co hoc thong ké. Todn tit Liouville

IL.B.1 Phan bé vi chinh tic

Xét mot hé . ¢d 1ap, & trang thdi cAn bing, tic 12 cdc dai lugng vi md clia hé nhu niing lugng E,
thé tich V, s6 hat N,... 1a doc 1ap ddi v6i thdi gian. Khi ndy cé thé tdn tai mot s6 ra't 16n nhitng trang
thdi vi mo kha di tuong (ng véi trang thdi vi mo nay. Khdng mot dinh luit cd hoc nao cho ta biét ring
trong nhitng trang thdi vi mo d6, trang thdi nio c6 uu tién d€ x3y ra hon nhitng trang thdi khdc. Tir
nhan xét trén, ta c6 thé khdi quit héa d€ phat biéu tién dé co ban sau:

“Péi vdi mdt hé cé ldp & trang thdi cdn bdng, tdt cd nhitng trang thdi vi mé khd di la dong xdc
sudt.”

N6i khéc di, mot hé co 1ap & trang thdi cAn biing c6 thé & mot trang thdi vi mo ndo d6 v6i xdc sudt
bing nhau.

Vi ning lugng E clia hé ludn dugc xdc dinh véi mot sai s6 SE nao d6 nén ta c6 cdng thifc tinh x4c
suat P @€ hé § trang thai (1) c6 mic ning lugng E;:

p C=const ° E<E,<E+0E
‘_{o > E, ¢(E,E+3E)

Khi nay, ta néi riing hé .’8 trang thdi phdn b6 vi chinh tdc. Tap hop thong ké gdm nhitng hé tuong
tw véi hé.¥ dugce goi 1a tdp hop vi chinh tdc.

Tién dé cd ban trén dd dudc ddi chitng véi 1y thuyét va thuc nghiém. Va qua that 1a cho dé&n nay,
cdc tinh todn dya trén tién dé nay déu cho nhitng k&t qua phit hgp véi thue t&€ quan sat dugc.

IL.B.2 Pinh ly Liouville

(IL1)

Trong cd hoc thong ké ¢6 dién, mot hé co 1ap c6 f bac ty do duge md ta bdi f toa dd suy rong va f
dong lugng: {q,qy».»qs-P1sP2s--Ps } - Tai mdi thdi di€m, trang thdi clia hé¢ dugc bi€u dién bdi mot
di€ém pha trong khong gian pha I'.

Xét tap hop thong ké ctia hé co 14p nay. S& hé cia tip hgp c6 vi tri va dong lugng nim trong thé
tich pha nguyén 8 (dq;,dq,,....dq¢,dp;,dp,,...,dp¢) dudc tinh béi:

P(d1,9259qrsP15P25-Pr)dq1dq,..dqedpydp; ...dpy, (11.2)

V61 P(q15q2seqfsP1>P2»-Pg) 12 mdt do s6”hé trong khong gian pha.

MJi hé clia tAip hgp thong ké chuyén dong theo thdi gian, qui dinh bdi cdc phuong trinh:

oH . oH (1L3)

T P ey
v6i H=H(q;,99,---,9¢,P15P2 »---P¢) 12 ham Hamilton cia hé.
Vi s6 hé trong tip hgp thdng ké dudc bio toan nén sd diém pha ra khdi mot thé tich V bat ky nao
d6 trong mot don vi thdi gian phai bing tdc dd gidm clia s& di€m pha trong thé tich V d6.
V6i V=(q41,d5A¢-P1sP2smPs) 12 tc dd chuyén dong cda mot di€m pha va 1 1a vectd phdp
tuy€n clia dién tich S bao quanh thé tich V tai di€ém dang xét, s6 diém pha rdi khdi dién tich dS 12
p.v.n.dS



Vay ta phdi cé
. — d
[p.v.idS=[pvdS=——[pdV. (11.4)
S S dt A%

Nhung theo dinh ly Gauss-Ostrogradski:
[AdS = [(VA)dV
S v
v6i V 1a todn t gradient:
vl 2 2 9.8 ¢
dqy 09  0q¢ Opy Opy  Opg
nén ta c6, biing cich 4p dung dinh 1y nay cho vectd A =pv:

[ pvdS = [(virav.

)

Tu (I.4), ta suy ra
j[%” . V(pV)}w 9. (L)

%
Vi hé thifc trén phdi dudc nghiém ding véi moi thé tich V nén ta phai c6

%p +V(pv) =0 (IL6)

Tich v hudng clia cdc vectd V va pv cho ta

op < [ o, .. 0 .
—+ —(pqi)+—(ppi)}=0
ot ‘I 0q, op;
f .. .'
:@+Z|:a_pql+p%+a_ppl+p%:|=0
ot i3] 9q; 0q;  Op; op;

o Lif op . op . oq;  0p;
—+ 2 =4 +—Di|*P + =0
ot {5\ 0q; p; aq;  Op;
Tt hé phuong trinh Hamilton: %Jr%:O,ta co:
dp;  0q;




0. (IL.7a)
ot 5\ 0q; op;

Cudi cung, ta ¢6 hé thic cla dinh Iy Liouville:

op L(op. op.
—p+2(—p%+—ppij

d_y

at , (IL.7b)

va phuong trinh trén dudc goi 1a phuong trinh Liouville.
Xét trudng hgp p = const, hoic tdng quat hon, trudng hgp p 12 ham chi cia ning lugng E. Vi E 1a
hiing s6 chuyén dong nén
Op _Op OE o oy 9 _Op OE_,
oq; OB oq; dp; OE 0p;
Vay
Py,
ot
Hé thic trén c6 y nghia vat 1y: “Sw phdn bé cdc hé trén nhitng trang thdi la khong doi theo thoi
gian” (tuong Gng vdi trang th4i cAn bing).
Dic biét, ddi v6i tAp hdp vi chinh tic, trang thdi cAn bing tuong ng véi cdc phat bi€u: p = const
v6i Eg < E < Eg+SE, va p = 0 tai cdc viing ¢ ning lugng khong thda hai bit ding thiic kép trén.
Tém lai, dinh 1y Liouville cho ta bi€t ring tap hdp thong ké tuong Gng vdi trang thdi cin bing la
tap hop c6 p = const trong khong gian pha, tic 12 cdc trang thai kh3 di 12 dong xdc sudt. Piéu nay
hoan toan phli hdp véi tién dé co ban clia cd hoc thong ké.

I11.B.3 To4n td Liouville

Tt hé phuong trinh Hamilton:

_an

ql_api ’
. __oH
Pi= oq;

va véi gid thi€t ham H = H( q;, p; ) khong phu thudc tudng minh vao thdi gian (2—? =0: ndng lugng E

khong ddi theo thdi gian), phuong trinh Liouville (I1.7a) trd thanh

f

d_pza_mz{a_p,a_H_a_p,a_szo, L)
dt ot 5(0q; 9p; Op; 0q;

Ta dinh nghia dau ngoic Poisson {A,B} ctia hai hAm A(q;, p;, t) va B(q;, pi, t) nhu sau:

f
{A,B}:z[a_A_a_B_a_A‘a_Bj_ (1L.9)
i1\ 94; Op; 0p; Oq;
Nhu viy, phuong trinh (I1.8) tr§ thanh:
dp _p
—=—+1p,H;=0. II.10
o P H (I1.10)
Phuong trinh (I1.10) 12 dang thu gon ctia phudng trinh Liouville. Ta ciing c6 thé viét la:
op
— =H,pjy. IL.11
~ = {H.p) (IL11)

N&u ta dinh nghia todn tit Liouville:



< =i{H, }, (11.12)

phuong trinh (IL.11) dudc viét

Zt—p =—i%p. (I1.13)
Khi d6, phudng trinh trén c6 nghi€m hinh thdc:
P pist) =7 p(q;,p;.0). (IIL14)

IL.B.4 Entropi vi chinh tic

Xéthé . 6 1ap & trang thdi can biing, c6 mic ning lugng E, & trong khodng E va E+SE. Tién dé
co ban cho ta biét riing tat ci nhitng trang thdi vi m6 kha di déu c6 kha ning xdy ra nhu nhau nén néu
ta goi Q 12 tong s& nhitng trang thai vi md kha di nay thi x4c suat d€ hé . & mot trong nhitng trang
thdi vi md nay la

Pi=y (IL15)
Theo 1y thuy&t thdng tin tong quat, ta c6 cong thiic entropi ciia phdn bé vi chinh tdc:

kR k> L[ L
S"=-k)» P,InP, =-k)» —In| —
g =182 (Qj

= | ST =kmnhQ |- (11.16)

Hé thitc trén cho ta thiy ring entropi vi chinh tic c6 tinh thdng k&, déng vai trd co ban trong vat 1y
thong ké vi nhu ta sé& thi'y sau nay, dé 13 cong thiic ddu tién thi€t 1ap mdi lién hé gia ddc tinh vi mé
vdi cdc dai lugng vi mo cia mot hé vatly.

Theo cdng thifc trén, ta thdy ring entropi S” ting theo sd trang thdi vi mo Q.

Theo dinh nghia va céc tinh chat clia entropi thdng ké da xét trong chuong I, nhu vay ta thiy trang
th4i cAn bing 12 trang thdi tuong Gng vdi entropi cuc dai; cdc trang thdi vi md kha di déu dong xdc
suat, tirc 12 tinh mA' trdt ty, tinh trang thi€u thong tin vé hé 1 c¢6 x4c suat 16n nhat hay néi khéc di, khi
dé ta hoan toan thi€u thong tin vé hé mudn khio sit.

Tir cong thirc (11.16) dé tinh entropi vi chinh tic S* va tir tinh cha't cia ham logarithm, ta ¢6 thé dé
dang chiing minh riing S” 14 dai lugng cdng tinh, nghia 13 khi hé c6 1p .7 & trang thdi cAn bing gdm
c6 hai h¢ .| va ., doc 1ap nhau, c6 entropi vi chinh tic 1an luot 1a ST va S; , thi entropi vi chinh tic
S* ctia hé 16n . dugc tinh bdi:

S* =87 +S5 . (I1.17)

II.B.5 Phan bé thong ké cuiia bién s ndi

Xét mot hé ¢d 1ap & trang thdi cAn bing vi md dugc dic trung bdi nhitng tham s6 ngoai: E, V, N,
... ma ta sé& viét (E.x).

Goi y 1a gia tri cia mot bi€n s6 nodi khi hé & trang théi (1), va o(E,x;y)dy 1a s6 trang thdi vi md kha
di d€ y| & trong khodng (y,y+3y). Xdc suit d€ y; & trong khodng (y,y+dy) la:

¥ E,x;y).0
W (E,x;y)dy = ABxY)LYy
Q(E, x)

véi o(E,x;y) va W*(E,X;y) 12 cdc mat do trang thdi va mat dd x4c suit.

2z LN [N ~ 7 ~ 1N
(Cac diéu kién chuin hoa sé€ la:



[ o(E,x; yMy = Q(E,x)

—00

[W*(E.x;ydy =1).

Vay
MW =lno-1InQ,
Ta c6
InQ= lS*(E,x) ,
k
va bing cach dit
1 .
lho=—s",
k
trong d6, s* dugc goi 1a entropi vi chinh tic tirng phan.

=W =exp%(s* —-S%).

* 1 .
=W «<exp—s .
pk

Gid tri cdi nhién nhit y, clia bi€n s6 ndi y 1a gid tri 1am cho W' cuc dai. Nhu vay:

1 *
Eai -0.
ay Y=Ym
Khai trién Taylor ctia hAm s™ quanh di€my = yp,:
1., 1, 1 0os” 1 , 0%
—S oL—8 +—(y— — +—((y— +...
S s O+ =Yn) T (Y=Yu) 2y,

Trong téng bén phai & trén, s6 hang thit nhi triét tiéu do diéu kién cyc dai cia W* . Pdng thdi, ta

dat

l@zs* __L
k A2 A2
0 y Y=Ym
* 828*
(vis c6 cucdaitaiy =yny nénta co: S, <0).
y Y=Y¥m
Nhu vay
_ 2
W*(y)ocw*(ymwxp{— %} aL1s)

Tir d6 ta rit ra k€t luAn quan trong sau cho phan bd vi chinh tic:
Phan b’ thong ké ciia mot bién s6 ndi la phdn bé Gauss, cé gid tri cdi nhién nhdt la tai y,, .
Theo tinh chi't cda phan bd Gauss, gi4 tri trung binh cda dai lugng y cling bang ym: Y=y, .

II.C Cac tham s6 vi mo

Vi cdc mifc ning lugng cia mot hé vi md phu thudc vao cic tham s6 ngoai nén ta c6 thé phan loai
céc tuong tc gitta hai hé vi md: Xét hé ¢d 1ap . gdm hai hé nhd .| va .% tuong tdc nhau. N&u trong
qué trinh tuong tic, .”’; va .%, chi trao ddi ning lugng véi nhau ma cdc tham s6 ngoai khong ddi thi ta
goi d6 14 tuwong tdc nhiét. Con néu sy tuong tic din dén sy thay d6i clia cic tham s ngoai thi ta c6



tuong tdc co. Trong phin sau diy, ta xét cdc loai tuong tdc nay dong thdi sé dua vao dinh nghia cla
céc dai lugng vi mo dic trung cho mot hé vatly, dé 1a nhiét do, 4p suat, va thé héa hoc.

II.C.1 Nhiét d¢ vi chinh tic

Xét trudng hgp c6 tuong tdc nhiét giita hai hé nhd .| va .%. Khi nay cdc tham s6 ngoai cdia mdi hé
déu khong d8i ma chi c6 sy trao ddi ning lugng giita hai hé. Ning lugng trung binh trao ddi gitta hai
hé .7 va .9, dugc goi la nhiét lugng.

Goi AE,AE,, vd AE, la do bi&n thién ning lugng trung binh clia cdc hé ., .1, va %5 Vihé ./
c0 1ap, ta c6:

AE =0 = AE, +AE, =0.
Goi Q, =AE,, Q, = AE, la céc nhiét lugng trao ddi, ta c6
Q;+Q; =0,
hay:
Q =-Q;. (IL.19)

Y nghia vat 1y ctia hé thitc trén 13 “Nhiét lugng hdp thu bdi hé nay bing nhiét liugng cung cdp bdi
hé kia”.

Goi Ey, E; 12 niing lugng cda cdc hé .7, .%» (Ey, Es 1a cdc bi€n s6 ndi). SO trang thdi vi mo kha di

clia .1 va . 1an lugt 1a Q; va Q,. C4c dai lugng nay phu thudc E;, E: Q=QE), Q=
Q(Ey).
Goi E, Q12 niing lugng va sd trang thdi vi mo kha di ciia hé ./, Q 1a ham theo mot bién Ey, vi tir
E=E, +E,,
ta co

Q=0Q(E|)Q,(Ey)=Q(E|)Q,(E-E)).
= Q=0(E,).
Ta xét khi hé 16n . ¢o 1ap, & trang thdi cin biing. Theo tién dé cd ban, x4c suit @€ hé .7 & trang
thdi ma .7’ ¢6 ning lugng & trong khodng (E;, E{+3E; ) ti 1& v&i Q(E)):
P(E;)=CQ(E;)=CQ(E|).Q;,(E;).
olnP 1 0P

Vi cuc tri cda InP(E;) din dén cuc tri ctia P(E;) (Vi =———)nénta xét
OE, P OE,

InP(E;)=InC+InQ,(E,) + In Q5 (E,)
_ ONQy(E)  0InQy(Ey) _
OE, oE,
Nhung ta lai c6
811'192(E2) _ 611'192(E2) 8E2 __alnﬂz(Ez)

0.

OF, O0E, O, oE,
(vi aE—2=—1),
E,
nén
0lnQ,(E) N 0InQ, (E,) 0o
OE, oE, ’
hay

OlnQy(E)) | 0InQ,(E,)
OE, 0B,

k




Cubi cing ta ¢
oS, s,
OB, OE,’
v6i
S;=klnQ;, S, =kInQ,.
Vi hé thic trén dic trung cho trang thai cAn bing nhiét ciia hé . (Khinay S=S,; +S, ¢6 cuc dai)
nén ta dinh nghia nhiét do vi chinh tic T,, T, cla cdc hé ./, .7, bdi:
Gl s,
TY OB, | T} OB,
Nhu vay, ta c6: T, =T,, tic 1a khi./ cAn bing v6i.7%, nhiét d0 vi chinh tic cia hai hé bang nhau.

(I1.20)

Vay dinh nghia chung clia nhiét do vi chinh tic la

! —ﬁ (I.21a)

T* OE ’ ~ia
hay:

L_kaan

T* 2E (I1.21b)

(dao ham riéng phan cda S theo E chi ra riing cdc tham s6 khdc clia hé nhu thé tich, s6 hat,... dugc giit
khong ddi).

Cudi cling, ta can chd ¥ ring sy phan b cdi nhién nhat cia ning lugng E clia hé ./ tuong ng véi
céc nhiét do vi chinh tic cla ./ va ., biing nhau.

Tinh chat clia nhiét @ vi chinh tic: T >0, ning lugng truyén tir hé T, 16n hon sang hé c6 T; nhd
hon.

I1.C.2 Ap suat vi chinh tic

Khi hai hé tuong tdc nhau din d&n sy thay ddi clia nhitng tham s& ngoai ma khong c6 sy trao d6i
ning lugng thi d6 14 twong tdc co. Nhu vay, tudng tic cd cling van lam cho cdc mic ning lugng clia hé
thay ddi.

Céng co hoc thyc hién lén h¢ dugc dinh nghia 13 gia s6 cla ning lugng trung binh clia hé tuong
ttng vdi gia s6 clia tham s& ngoai: W = AE .

Cong co hoc ma hé thyc hién nhu vy la: W'=-W = —AE.

Ta c6 W + W'= 0. Hé thic nay néi Ién ring ning Iugng clia toan bo hai hé 1a bdo toan.

Tuy nhién, d€ c6 thé khdo sit sy tuong tic co giifa hai hay nhiéu hé, ta cAn phdi c6 diéu kién dé
céc dai lugng lién quan dé€n cdc tham s& ngoai phdi dudc hoan toan xdc dinh, vi du nhu khai niém 4p
sudt ma ta sé dua vao sau day. Vay ta dua vao khdi niém qud trinh chudn tinh.

Qui trinh chudn tinh ctia mdt hé vat 1y 13 qud trinh trong d6 hé bi&n ddi tir trang thdi ddu d€n trang
thdi cudi bdi mot chudi lién ti€p nhitng trang thdi cAn bing: tai mdi thdi di€m, hé § trang thdi cin
bing tuong ng vdi cdc gid tri clia cdc tham s6 ngoai 4n dinh cho hé. Mudn vay, su bié€n thién clia cdc
tham s& ngoai phdi di chdm sao cho hé dat dudc mot trang thdi cin bing méi trude khi cdc tham s6
ngoai nay thay ddi dang k€. Tir “di chAm” & day phai hi€u 12 thdi gian tic dong cla cdc tham s6
ngoai 16n hon nhiéu ddi véi thdi gian hdi phuc clia hé.

Vi dy: Khi ta nhot mot khdi khi vao mot xylanh, va dugc ngin bdi mdt piston. Khi ndy, mot trong
cdc tham sd ngoai la chiu dai clia xylanh c6 chita chdt khi. N&€u khoi khi nay di vé mot trang thdi can



bing mdi sau thdi gian 12 © = 10~ s sau khi khodng céch tir ddy xylanh d&n piston bi gidm di, thi qud
trinh c6 th€ xem nhu chuén tinh khi thdi gian chuyén dong ctia piston 1a 0,1s. [

Tém lai, khi hé thuc hién modt qué trinh chuén tinh, cdc tham s6 ngoai thay ddi, nhung tai mdi thdi
di€ém déu c6 mot gid tri xdc dinh.
Ta xét hé . tuong tac véi mot hé khdc. Goi E; 1a ning lugng ctia hé . § trang thdi vi mo (l); E; 1a
ham cla cdc tham s ngoai Xg:
E, =B, (X],X2,0sXgoeesXp ) -
Khi tham s6 x, bi€n thién, do bi€n thién clia ning lugng dudc viét

1 OE
ag, = > Eray,.

a=1 a

Khi d6, hé thuc hién mot cong la:

n oE,
SWE = _dEf = z - Xa (1122)
a=1 axa
bat
OE,
Xay = ok, | (I1.23)

1a Iyc suy rong tuong tng v4i tham s x,, ta c6

n
W, = > X dx, |- (I1.24)

a=l1

Nhv vy, trong tip hgp thong k&  ti trung binh  cla  lyc
suy rong la
- OE
X =t

a,l ox

’

o
vi ta co:
W, =" X, sdx,, .
Sau khi dua vao khai niém tdng quat clia luc suy rong & trén, ta s& dinh nghia dp suit, mot trong
nhitng dai lugng quan trong ddc trung cho hé vi mé:
Ap sudt dugc dinh nghia 1a lyc suy rong tuong ¢ng v6i tham s§ ngoai 1a thé tich V clia hé ./ &
trang thdi (I) c6 miic ning lugng E;:

P, =" ov |- (I1.25)

Dinh nghia trén cla dp suat di nhién 12 dong nha't v6i dinh nghia clia 4p sui't ma ta da bi€t trong co
hoc ¢ dién. D€ dé thdy diéu nay, ta xét lai vi du trén clia khdi khi nhot trong xylanh. N&u goi tiét



dién cda xylanh 1a A thi Iyc do khdi khi tdc dung 1&n piston 12 A, v6i p 1a dp suét theo dinh nghia c&
dién. Khi piston di chuyén rit chAm d€ hé khi thuc hién qu4 trinh chudn tinh va tai mot thdi diém nao
d6, hé & trang thdi (I) ¢6 ning lugng E; . Cong do hé thyc hién la

OW = (pA)dS =p(AdS) =pdV
sau khi piston thuc hién d9 ddi ds.

Nhung vi:
SW=-dE, ,
ta c6 dugc:
_ dE,
==

o} trén, khi gidi thiéu cdc cong thitc dinh nghia entropi vi chinh tic (I1.16) va nhiét do vi chinh tic
(I.21a va b), cho ta thi€t 1dp dugc moi quan hé giita cdc dai lugng vi md S*, T* véi dic tinh vi mo cla
hé vatly, dic trung bdi s6 nhitng trang thdi vi mo kha di ctia hé. O day, ta ciing s& xay dung cong thic
tudng tu cho 4p suit:

Xéthé . = (AU A’) cd lap nhu hinh vé: hé A chita mot chat khi, hé A’ gdm mot 16 xo gin
chit v6i mot piston. Chiéu dai x clia xylanh chita hé A 13 tham s6 ngoai. Hai hé A va A’ chi tuong tic
thuan tdy cd hoc
vGi nhau.

S& trang thdi vi m6 kha di cia hé A chi phu thudc ning lugng E cda A va tham sd ngoai x: Q =
Q(E,x). Goi E. va E’ 1a ning lugng cia . va A’, ta ¢c6: E=E, — E’. Vi E’ 1a ham theo x nén nhu viy
E cling 1a ham theo x: E = E(x).

Pé€ x tur do bié€n thién. Sau mdot thdi gian, hé dat d€n trang thdi cAn bing: Q(E,x) dat gid tri cuc dai:

0lnQ(E,x) 0
QO
N 0InQ(E, x) 6_E . 0IlnQ(E, x) 0
OE 0x 0x
. OE : - N N
Vi ™ =-X,, theo dinh nghia lyc suy rong, va vi
X
81;152) =}[$ =B, theo dinh nghia ctia nhiét do vi chinh tic, ta c6
0lnQ
BX, = o
Vay:
10InQ oS
X, =— -T2
X B ox ox (I1.26)

Khi ta ¢6 x 12 thé tich V, X, s& chinh 1a 4p suit vi chinh tic:

" (I.27a)
hoidc
« 10nQ
p ZE v (I1.27b)

Trong phan trén, ta ¢4 kh3o sit sy tuong tdc nhiét giita hai hé va din d&€n khdi niém nhiét do va
ciing nhu sy tuong tic co d& dua dén khdi niém 4p sudt. Ta cin chi y ring khi tuong tic, mdi hé



khong trao ddi hat 12 thanh phan ciu tao nén hé, tiic 12 cdc hé ludn 13 k¢ kin. Sau day, ta s& xét trudng
hgp hai hé tuong tac nhau va cé thé trao ddi hat, d€ gigi thiéu mot khdi niém khdc, d6 1a thé héa hoc.
I1.C.3 Th& héa hoc vi chinh tic

Xéthé cd lap .~ g6m hai hé nhé .7 va .%, tudng tdc nhau. Hai hé .| va ., tudng tac nhau c6 thé
trao d6i nhiét, “trao d8i” thé tich, va ca so hat. Goi E;, Vi, Ny va E;, Vo, N» 13 niang lugng, thé tich va
s6 hat cia mdi hé .7 va 5. Vi hé . ¢d 1ap nén ning luong E, thé tich V, va s6 hat N clia ./ thda:

E{+E,=E  xdcdinh.
V;+V, =V  xdcdinh.
N, +N, =N xdc dinh.
N&u s6 trang thai vi md kha di cia.”; va .7 1an lugt 13 Q(E,V1,N1) va Qx(E», V), N»), s6 trang
thai vi m6 kha di ctia ./’ 1a
Q=0Q(E,V,N )Q;,(E;, V,,Np).
Vi
E,=E-E,, V,=V-V,, vd N, =N-N,,
nén Q12 ham cta E;,Vy, va N;:
Q=Q(E,Vi,N)).
Trang thdi cdi nhién nhat clia hé tuong ¥ng véi Q cuc dai tic 12 InQ dat cuc dai. Khi nay:

aan_O 8an_O 0lnQ
OE, G\ G\

0.

Ta c6 lién ti€p cic k&t qua sau:
0lnQ, N 0lnQ), _ 0lnQ;  0lnQ, 0= 0lnQ, _ 0lnQ,
OE, OE, OE, 0E, OE, OE,
=T, =T, (I1.29a)
0lnQ), N O0lnQ, 0JInQ; 0JInQ, 0= olnQ; 0JInQ,
oV, oV, oV, oV, oV, oV,
=p] =p; (I1.29b)
0lnQ, N 0lnQ, _ dlnQ; 0JdhnQ, 0= 0lnQ, _ 0lnQ, '
ON, ON, ON; ON, ON, ON,
(I1.29¢)

G trén, ta da goi T, ,p} va T;,p3 12 nhiét do va 4p suét vi chinh tic clia ./} va .%, . Tuy nhién &
day, ta c6 thém hé thitc (I1.29¢), dic trung cho sy cAn bing ctia qud trinh trao d8i hat giita hai hé ./
va yz .

Noéi chung, ta dit:

o e 08" . 10InQ
I3 , hay [ B oN

(IL.30)




va goi w* 12 thé’ héa hoc vi chinh tdc cla hé.
Nhu vay, khi c6 sy can bi“mg gifta hai hé .} va ., , ta c6, tir (I1.29c¢):
THEITES

Két ludgn: Khi hai hé . va ./, tuong tac nhau (nhiét, cd, va trao ddi hat) va dat dén trang thdi can
bing, ta c6 nhiét dd, 4p sudt va th€ hda hoc clia hai hé 1a bing nhau:

T =Ty, pi=p> » VA uj=p;.

I1.C.4 Pai lugng cuong tinh va dai lvgng cong tinh

Ba dai lugng vat Iy dic trung cho trang thdi cAn bing clia hai hé twong tdc nhau Ia nhiét do, dp
suat, va thé héa hoc c6 tinh chit dic biét quan trong ma ta sé tim hi€u dudi day:

Xét mot tham s6 vi md y dic trung cho mot hé .. Gia st hé . dugce phan lam hai hé nhd . va ¥
». Goiyy, y2 12 cdc gid tri clia dai lugng ndy cia cdc hé .7 va .%5. C6 hai trudng hop c6 thé xdy ra:

e hodcta ¢ y |+ y, =y. Khi nay, y dugc goi la dai luong cong tinh.

e hodcy;=y,=y. Khinay, y la dai lugng cuong tinh.

Ta c6 thé thy ngay ring cdc dai lugng sau diy 13 cong tinh: s6 hat N, thé tich V, khdi lugng M,
ning ludgng E, entropi S (cdc dai lugng nay lién hé tryc ti€p dén so hat clia hé).

. S e A a1 e M . e e ..
Va céc dai lugng sau la cudng tinh: mat do khoi lugng p =7 (that vay, ti sd cua hai dai lugng

cong tinh trd thanh cudng tinh), va theo nhu cdc phdn I1.C.1, 2, va 3 ma ta di khdo sdt & trén, nhiét do,
4p sudt, th€ héa hoc déu 1a cdc dai lugng cudng tinh.

I1.D Qua4 trinh thuian nghich va qu4 trinh bat thuin nghich

Khi xét mot hé vi mo thi thong thudng hé dudc dit trong mdt s6 diéu kién nao d6 (dudc dinh lugng
héa bdi cdc tham s& vi md yi, ya,..., yn). Nhitng trang thdi vi mod kha di clia hé 1a t4t cd nhitng trang
thdi tuong thich v6i nhitng han ché @it ra cho hé. Nhu vay, néu goi Q 13 s6 trang thdi vi md kha di thi
ta c6 hé thitc ham:

Q ZQ(YIJYZV"’YH)'

Gia st trang thdi vi mo diu tién clia hé vdi mot s& han ché ndo d6 tuong Gng véi sO trang thdi vi
mo kha di 12 Q. Gid s ta 14y b6t mot s6 han ché di. Khi nay, tit cd nhitng trang thdi kha di cii vin
con 1a kha di d6i v6i hé, nhung ngodi ra, vi s& han ché trén hé bi bSt di, nén thong thudng cé thé cb
thém nhiéu trang thdi vi md nita tr§ thanh kha di d6i v6i hé. Tic 1a viéc 14y bét han ché trén hé c6
k&t qua 14 hodc 1am ting hoic d€ khong d6i s6 trang thai vi md kha di liic sau ma ta ki hiéu 1a Q:

Q; >0,

e N&u Q, =Q.: h¢ da & trang thdi cAn biing va c¢6 thé § mot trong nhitng trang thdi vi mo kha di
vdi xdc sut bing nhau, s& vin dugc phan bd v6i cling xdc sudt trén cdc trang thdi vi mo trén. Trang
th4i can bing xem nhu khong bi nhi€u loan. Qud trinh nay 13 qud trinh thudn nghich.

e N&u Q, >Q.: mot khi hé da dugc phan bd mdt cdch ngiu nhién trén cac trang thdi vi mo khd di
thi viéc 1ap lai han ché€ khong thé 1am cho hé ty dong r&i nhitng trang thdi dang c6 dé quay trd lai
nhitng trang thdi v6i nhiéu han ch& hon. Khi ¢6 mot qud trinh nao d6 x4y ra trong mdt hé co 1ap dé hé
di tir trang thdi du dé&n trang thdi cudi, ma viéc dit thém hoic 1y bét di nhitng han ché& 1én hé c6 lap
nay khong thé thi€t 1ap lai dudc trang thdi diu tién ctia hé, thi qud trinh d6 13 qud trinh bdt thudn
nghich.



Vi du: Xét hai hé A va A’ ¢ nhiét do khac nhau ngin cdch bdi mot vach liic dau cdch nhiét. Hai
hé A vd A’ tuong tdc nhiét v6i nhau khi ta d€ cho vach ngin truyén nhiét (1dy b6t han ch€). Sau mot
thdi gian, cdc hé dat d€n trang thdi cin bing.

Bay gio ta lai lam cho vach ngin lai cidch nhiét (thi&t lap lai han ché). Ta sé khong thé thiét lap
lai trang thai dau tién 13 cdc hé A va A’ c6 nhiét dd khdc nhau dugc. Vay qud trinh truyén nhiét ban
diu 12 mot qué trinh bAt thuan nghich.

Chi ¥ riing qud trinh thudn nghich 1a mot trudng hgp dic biét, con hau hét cdc qud trinh trong ty
nhién déu 12 qud trinh bat thuan nghich, tic 1a thong thudng ta s& c6: Qp > Q.

Nhu vay, vé phuong dién vi md, n€u goi AS™ 12 do bi€n thién cda entropi vi chinh tic cda modt qui
trinh, thi ta c6 thé phat biéu ring: Nhitng qud trinh ma ta thuong gdp la nhitng qud trinh cé entropi
tang AS > 0. Con qud trinh tuong ving voi AS = 0 la qud trinh thudn nghich.



BAITAP

BT IL.1 Hay chitng minh truc ti€p dinh 1y Liouville (khong diing dinh 1y Gauss-Ostragradski) bing cich xem
chuyén d6ng clia cic di€m pha theo thdi gian trong khong gian pha nhu 1a chuyén dong ctia mot chat
186ng qua mot thé tich nguyén td cd dinh c6 dang hinh hop.

BT II.2 Chitng minh ring entropi vi chinh tic 1a mot dai lugng cdng tinh.

BT IL3 Xét mot khoi khi c6 thé tich V, gdbm N phan tir ma thé ning tuong tic khong ding k& d6i vdi dong
ning, chuyén dong theo qui luat clia co hoc cd dién va c6 ning lugng phan bd trong khodng (0, E).
1/ Xét trudng hgp mdt phan t. Tinh s6 trang thdi vi mo kha di cia phan tif nay.
2/ Suy ra so trang thdi vi mo kha di ctia N phan ti ctia khdi khi.
3/ Thi€t 1ap cong thic tinh ning lugng E clia khdi khi theo N va theo nhiét dd vi chinh tic T" .
Suy ra dang clia phuong trinh trang thdi f(p",V,T") = 0, trong d6, p" 12 dp suat vi chinh tic ctia hé.
BT I1.4 1/ Chitng minh ring nhiét d6 vi chinh tic cia mot hé 1a mot dai lugng duong: T" > 0.
2/ Chitng minh ring khi hai hé .| va ., ti€p xtic nhiét thi nhiét lugng ludn dugc hap thu bdi hé c6
nhiét d6 vi chinh tic nhd hon va dugc phdt ra béi hé ¢6 nhiét do vi chinh tic cao hon.
BT IL5 Xét hai hé tuong tic nhau § trudng hop tdng quat (trao d8i nhiét lugng, trao d6i thé tich, va trao ddi s&

hat).
Hay xdc dinh chiéu trao d6i clia thé tich va s& hat khi hai hé ti€n dén trang thai cAn bing.



VAN PE I1.A
Heé c6 nhiét do tuyét doi 4m
VAN

Bi€t rang mdt electron c6 trang thai lugng to xdc dinh bdi vectd X,y,Z,Sz,SZ , V6i S=—, va

k)

l AN AN

. Trong trudng thé xuyén tAm, vectd trang thdi nay la I:I,Lz,LZ,SZ,SZ

S, =%

2 hodc |n, 1, m,S,mS> véin, 1, m,

S va mq 1an lugt 1a s6 lugng tif chinh, s& lugng tl qui dao, s6 lugng ti tir, s6 lugng t¥ spin va s6 lugng tf mdmen
tir spin. M&i mtc ning luong E, c6 bic suy bi€n bing g, = 2n”. N&u ta chi chi y dén s bac ty do spin thi mi
1 _1>, ma ta s€ ki hiéu ngdn gon
22

>

N 11
electron s€ dic trung bdi mot trong hai trang théi ‘S,ms> biang 2,2> hoidc

la ‘+> hoidc ‘—>, tuong @ng véi cdc ning lugng xdc dinh &, =—uB, va € =pB né€u ta xét hé N spin dit trong
tr trudng déu c6 cdm ng tir B.
N
(Cdc gid tri &, va &_ tinh tit ham Hamilton : H=-) [i;B, v6i [i; =vS; 1a moment tif cdia spin S)).
i=1
Gid st ring hé N spin & trang thdi phdn bd vi chinh tic.
1/ Hay tinh ning lugng toan phan E ciia h¢. Suy ra s6 n, va n_ciia nhitng spin [+) va |-).

2/ Tinh s6 trang thdi vi mo kha di cia hé d€ suy ra cdc gid tri cia entropi vi chinh tic S va nhiét do vi
chinh tic T" clia hé.

2 X ’ * 1 *
3/ V& dudng bi€u dién sy bién thién cia entropi S* cling nhu cﬁa—* va T  theo don vi ndng lugng rit

on .
&N B

Suy ra riing hé c6 thé c6 nhiét do tuyét doi am: T" < 0 trong diéu kién x4c dinh.



Chuiong IIT

PHAN BO CHINH TAC - UNG DUNG

[ILA Hé cin bing vdi hé diéu nhiét
III.LB Gidi han nhiét ddng luc

II.C Ung dung cho hé ¢6 dién

IL.D Ung dung cho hé lugng ti

III.LA Hé can bing v6i hé diéu nhiét
ITI.A.1 Khdi niém hé diéu nhiét

Xét mot hé vat 1y . ¢6 ning lugng E,.¥ dudc ti€p xidc nhiét v6i hé 7 cé ning lugng B . Gid st
hé 7 rat1én so v6i hé . titc 1a: E;>> E. Do di€u kién nay, khi § trang thdi cAn bing nhiét, E thay
ddi dang ké trong khi trang thai vi md ctia 7 hdu nhu khong ddi. Hé T dudc goi 1 hé diéu nhiét ciia hé
S

Khi.” & trang thdi cAn bing véi 7, ta n6i ring.¥’ & phan bd chinh tic va cdc hé tuong ty véi.” tao
thanh tp hgp thong ké goi 1a tdp hop chinh tdc.

V& mit dinh lugng, d€ c6 diéu kién cho hé 713 hé diéu nhiét, ta nhan xét ring hé tdng hgp LU T

12 hé co 1ap, c6 ning lugng tdng cong 1a: E. = E;+ E. Theo dinh nghia, nhiét d vi chinh tic ctia hé T
la:
s os;,
T OF. E.=E{-E
Vay, ddu tién thi T, phu thudc E. Nhung n€u 7 1a hé di€u nhiét thi ta phdi c6 T, doc lap ddi vai
E.
N A 2, . - R 9 ~ as: . L .
Ta dung cong thitc khai trién Taylor cua ham pe (E,) taidiém E, =E:
T
oSt oSk o°s*
E.))=—"(E)+(E,—E{)—~
oF. (Eo) aET( 1) T(Er =Ey) 2
E;=E¢
oS’ 0’s:
= GET (E.)—E 2"'
* aET E:=E

N N ., OS: 1
Tir d6, ta suy ra rang di€u kién dinh lugng dé p = =— khong phy thudc ning lugng E cda h¢ .77,

T T

titc 1a d€ hé 7 1a hé diéu nhiét, 1a:
o°St oSt
OF? OE

T 1By K

E

<<

(IIL1)

E

Ta goi nhiét dé chinh tdc T cla hé .% can bing v6i hé diéu nhiét 7 13 nhiét do vi chinh tic cia T



T (I11.2)

T

Khi nay, nhiét do T clia./” 1a tham s ngoai (vi bi 4p dit tif nhiét do vi chinh tic T cda hé 7 ), va
ning lugng E cda hé . 1a bi€n s6 nodi. (Trong khi & phan bd vi chinh tdc cho hé ¢6 1ap, ning lugng va
nhiét @6 déu la tham s6 ngoai).

II1.A.2 Thira s6 Boltzmann trong phan bé chinh tic

Xét hé .# cAn biing nhiét v6i hé diéu nhiét 7, tic 12 didu kién (1I1.1) dudc thda.
Goi (I) 12 mdt trang thdi vi mo clia . c6 ning lugng E | . N&u goi E. 1a ning lugng (v6i dd gan

ding SE) clia hé tdng hdp .U T , thi ning lugng ctia hé 7 1a E, phdi thda:
E,+E, =E, (I11.3)

Vi hé t6ng hgp . UT 1a hé cd 1ap nén ta c6 thé dp dung tién dé cd ban clia cd hoc thdng ké: cic
trang thdi vi md kha di clia . U T 1a ddng x4c suit. X4c sudt P; dé . & trang thdi (I) s& biing so trang
thai clia.” UT d€ .¥ & trang thdi nay (s6 bién cd thudn Igi) chia cho téng s nhitng trang thdi ctia .¥
UT (s8 bi€n cd tdng cong) 1a Q.. Nhung vi khi . & trang thdi (1) thi 7 & trang thdi c6 ning lugng

E.=E,—-E,,nén

P =—=% (I11.4)

tc

v6i Q, 1a s0 trang thdi cda T (bing sd trang thdi cda.” U T khi.” & trang thai (1)).
Vi Q. =const nén ta cé thé viét:
P, =CQ.(E, =E, - E,). (IIL6)

Vi theo dinh nghia, entropi vi chinh tic cia 7T1a S =kInQ_, nén ta c6:
*

S
P, = Cexp(f) .

Ta ding cong thic khai trién Taylor cda ham S} (E.) quanh diém E,:

* 2a*
Si(E.)=Si(E)+(E, - Etc)a& + l(ET - Etc)z,a i +... V6i dieu kién (IIL.1), ta thay chi can
OB, 2 OE?2
E T E
A oS} 11 ;
giif lai hai s6 hang dau trong hé thic trénva vi E. - E,. =-E,, =—=—,taco
OE. . T, T
tc

% % E
Si(Er) =S:(E) _Té .

Vay

S:(E..) E
P, = Cexp(=—tc2 _ —£y |
i p( " kT)

Cudi cling, ta c6 cong thitc tinh xdc suit dé hé .7” § trang thai (1) c6 ning lugng E i:

p, =L BT _ L -, (I1L.7)
Tz z




1 d /
Pailugng kT = E dudc goi la nang lugng ddc trung vaZ goila ham tong thong ké, dugc tinh theo
diéu kién chudn héa > P, =1:
(0

Z — Ze—Ek / kT — Ze—BE(
(0 (0

(IIL8)

Phan bd thdng ké dugc x4c dinh bdi cdng thitc (I11.7) dugc goi l1a phdn bé chinh tdc.

—E, /KT

S6 hang e dudc goi 12 thita s6' Boltzmann cla phan bd chinh tic.

III.A.3 Phan bo thong ké cia ning lugng
Trong phan bd chinh tic, nhiét dd cda hé 13 tham s6 ngoai (An dinh bdi nhiét do cda hé diéu
nhiét), trong khi niing lugng cda hé tu do bi€n thién; d6 12 bi€n sd ndi. Sau day, ta s& xét sy phan bd
thong ké clia dai lugng quan trong nay.
a) Truong hop tdng qudt
Mbi mitc ning lugng E; ctia hé c6 thé suy bién. Ta goi g(E)) 12 bic suy bién cia E;. Vay, trong
trudng hop tdng quit, x4c sudt d€ hé c6 ning lugng E, phdi duge nhin 1én bdi thira s6 g(E):

P(E,)= g(EZ)%e‘E” K (I1.9)
va ham tdng thdng ké dudgc tinh:
—BE
Z=3 g(E e
Ey
Gi4 tri trung binh cla ning lugng dugc tinh bdi:
= 1 _
E=)YE,P, ==Y E,e "™ (IL.11a)
(0 (0

1 _
=S E,.P(E,) ==Y E,.g(E,)e PE! (IIL11b)
E, ZE,

b) Truong hop xdp xi lién tuc ciia ndng lugng

Ta xét trudng hop ning lugng bi€n thién lién tuc. Pidu kién d€ phép tinh gin diing nay dugc thuc
hién la: cdc mdc ning lugng phan bd rat sat nhau sao cho trong khodng niing lugng SE ¢6 mdt sd rat
16n cdc mifc, ddng thdi, ham f(E)) dé 1y tdng phai bi€n thién rat chAm sao cho ta c6 f(E ) = f(E).

Khi nay, néu goi w(E) 1 mat do xdc sudt thi xdc suit d€ hé c6 ning lugng trong khodng E va
E+dE la

dP(E) = w(E)dE.. (IL.12a)
Mit khdc, n€u goi p(E) 12 mat d trang thdi thi s6 trang thdi c6 ning lugng trong khodng E va

A

(A . I _
E+dE la p(E)dE. Vi xdc sudt d€ c6 mot trang thdi nay la Ee PE nén

dP(E) = %e_BEp(E)dE. (IIL.12b)
So sdnh (II.12a) va (IIL12b), ta ¢6
w(E) = %e_ﬁEp(E). (I11.13)



+00
Do diéu kién chuin héa de(E) =1 (Ep 12 mdc ning lugng co ban clia hé, c6 nghia 1a gid tri
Eg
ning lugng thap nhat), tir (II1.12b), ta c6:

~+00
Z= [ePFp(B)dE (111.14)
Eg
Trong khong gian pha, n€u s6 bac tu do clia hé 1a f, thi s6 trang thdi c6 ning lugng trong khodng E
va E+dE la

dqdp
p(E)E =T
(2mh)
) R f R f
v6i dq=][]dq;, dp=]]dp;
i=1 i=1
Vay
1 |
dP(E) = —e P* —dqdp . (I1.152)
z (2mn)
Vi ta ¢6 cong thiic tinh him tong thong ké:
400
z=— [edqdp. (IIL.15b)
Q)" g,

Gi4 tri trung binh cta ning lugng khi dai lugng ndy phan bd lién tuc dudc tinh, tif trudng hgp phan
bd gidn doan:

E=YE/P, — T EdP(E) = T Ew(E)E.

) Eg Eg

_ 1 +00 _BE

E=— [Ee"p(E)dE . (I11.16)
Z E

0
Hay

_ 1 1 +00 _BE L

E=— - | Ee™""dqdp . (I11.17)
Z (2mh)’ g,

III.LA.4 Céc dai lugng dic trung cho hé chinh tic

e Ta thudng dung hé thiic todn tl sau:

Biz—Ti : (IIL.18)
op oT

e Ndng lugng tu do ciia hé dugc dinh nghia bdi:

F=-kTInZ (I11.19)
e Ta co:
7= B PE omz_ (D F(Epe

= | E=—Zny (I11.20)
op




e Ta dinh nghia nhiét dung ddng tich:

OE

= (v6i V, N, ... = const) (II1.21a)
oT

Y

va nhiét dung riéng ddng tich:

1

- , (I11.21b)
n oT

v

292 N N ~ 2 A
v3i n=—— 1a s0 mol cua hé.
Na
e Ta c6 thé chitng minh dudc cong thic ciia entropi chinh tdc:

_F . (IL.22)
oT
e Apsuarcmmntdc cia hé duge dinh nghia bdi:
= _a_F 111.23
P="%v | (II1.23)

va thé héa hoc chinh tdc:

_GF
H=*1 | (11.24)

IIL.LB Gidi han nhiét dong luc

II1.B.1 Khai niém giéi han nhiét dong luc

Ta néi ring mot hé vi mo dat d&n gidi han nhiét dong lic khi kich thuc hé di 16n d€ nhitng thing
gidng thong ké clia cdc bi€n s noi 1a khong ddng k€. Khi nay, mdi bi€n s& ndi chi nhan mot gid tri
duy nha't (1a gid tri trung binh va ciing 12 gid tri c4i nhién nhat, vi do 1&ch gifta hai dai lugng nay tr§
nén khong ding k&, nhu ta sé& thiy dudi day).

Hé vi mo6 & gidi han nhiét ddng luc dugc goi la hé nhiét dong luc.

II1.B.2 Phan bd chinh tic & giéi han nhiét dong lyc
Ta c6 cdng thitc tinh mat dd xdc sudt (I11.13):
1 _
W(E)=— e "p(E)
v6i p(E) 1a mat do trang thai, nén s6 trang th4i vi mo kha di 1a:
Q =p(E)dE = InQ=Inp(E)+In(dE) =Inp(E)
= S"=klnQ=klnp. (I11.25)
S*(B)
Z

Inw(E)=Inp(E)-BE -InZ = —BE — InZ .(I11.26)



Ta goi Eyy 12 gid tri cdi nhién nhdt:

alnw(E)_O_LGS*
oE k OE |,

1
KT (E,)

tc
=T (E_)=T
Tic 12 mot hé vi mo cin bing v6i hé di€u nhiét thi gid tri cdi nhién nhi't E, cla ning lugng 13 gid
tri 1am cho hé nay c6 nhiét do vi chinh tic bing nhiét do cla hé diéu nhiét.
Ta dung cong thitc khai trién Taylor ctia hAm Inw(E) quanh gid tri cda E,, va chi giit lai ba s6 hang
dau:

ow 26 w
Inw(E)=Inw(E_,)+(E-E,,)— +—(E-E
(E) (Em) +( m)@EEm 2( m) =1l
viY Z 0, vadac
o*w| _10%*sT| 1
2 Tk AR2 - 2
0E E, k 0E E. (AE)
2w
(viInw c6 cuc dai tai E;, nén 5 < 0),
ta co
_ 2
Inw(E)=Inw(E,,) - w
2(AE)
E-E,)°
= w(E)=w(E,,)exp| — % . (111.27)
2(AE)
Tur diéu kién chuin héa
+0o0
[w(E)E =1,
ta co
+00 E _ E 2
w(E,,) _[ exp —% dE =1
e 2(AE)
Do tich phan Poisson
(E Em) 2
ex dE =4/2n(AE)”,
'[ { 2(AE)
ta suy ra:
w(E,)= ! (111.28)

J2r(AE)?

Mit khéc, ta c6, tir cong thic (I11.26)
S"(Em)

Inw(E,) = .

-BE,-InZ,



k

So sanh véi (111.28), ta ¢6 dudc:

Z =+/2n(AE)? .exp{@ - BEm} , (111.30)

w(E,,) = %exp{m - BEm} : (I11.29)

2a%*
! ; __19 52 . (IL31)
(AE) k 0E

Két lugn:

e Hé thitc (I11.27) chitng td ring mat do xdc suit bi€n thién theo ning lugng theo dang phan bo
Gauss, tai gid tri Ep, .

e Vi niing luong E va entropi S déu ting ty 1& v6i sd hat N cia hé nén tix (IIL31), ta thdy (AE)
bién thién nhu sd hat N.

Vay:

AE T (111.32)

E, N

Tic 1a phan bd c6 sai s6 tuong d6i rat nhd khi sd hat N clia hé 1a rat 16n.
II1.B.3 Sv tuong duong giira cac phan bé & giéi han nhiét dong luc

Tt cOng thitc tinh ndng lugng ty do:
F=-kTInZ,
ta co

S*(E,,) 1

F = —kT —BE,, — = In2n(AE)? | .

Vi E, va S* déu ty 1& véi N, trong khi s6 hang cudi ty 1& chi véi InN, nén khi N rat 16n (gii han
nhiét dong luc), ta c6 dugc
F=E, -TS"(E,).

. OF N
Twr cong thitc tinh entropi S = —a—T (II1.22), ta cling suy ra dudgc rang:

S=S*E,,)+ gln 2n(AE)2.

Va nhu vay, § gidi han nhiét dong luc:
S=S*E,,)
Ta ciing da c6:
T=T"E,,) .
Va tuong tu, ta cling chiing minh dugc cho 4p suit va th& héa hoc :
p=p(Ep),
u=p(Ep).
Két lugn: P81 v6i hé vi mo (c6 s6 bac tu do hay s6 hat rat 16n) & trang thdi cAn bing, cdc phdn bd
vi chinh tdc va phdn bé chinh tdc la twong duong: cdc dai luong vi chinh tic ddong nhat vdi cdc dai



lugng chinh tic (nhu nhiét do, entropi, ning lugng tr do, p sudt, thé héa hoc,...), va dudc goi la cdc
dai luong nhiét dong luc.

Can chi y ring k&t luin trén chi ding ddi véi hé nhiét dong lyc & trang thai can biing. N&u ta c6
mot hé diu tién khong & trang thai cAn biing thi hé sé& ti€n héa khac nhau tily theo trudng hdp ta dé hé
c6 1ap hodc dé hé tuong tdc nhiét v6i mot hé diéu nhiét.

II1.C Ung dung cho hé ¢4 dién
Mot cich tdng qudt, thay vi diing co hoc lugng tif ta ¢ thé st dung co hoc c6 dién d€ gidi quyét

PN e el ARt A B LA mr AR et ok L4 R, h |
bai todn lién quan dén tinh chat vi mo cua hé v4i do chinh xdc kha cao n€u hdang s6 cd ban i=— co6
T
dd 16n khong dang k€ d6i vdi nhitng dai lugng vat 1y (cting don vi) cia hé vat 1y dang xét. Vi du nhu
ddi v6i chuyén dong cda hat, cd hoc ¢ dién ¢ thé st dung néu cdc dd bat dinh thuc nghiém cilia toa
dd 8x va cla dong lugng Sp, thda diéu kién:

OXOpy, >> N .

Hoic 1a d6i véi dao dong tif diéu hoa c6 tin s§ géc o va dugc gilt & nhiét do T, phuong phip co
hoc ¢ dién 1a thich hgp néu ta c6 :
kT >> ho.

II1.C.1 Ham tong thong ké ¢ dién
a) Truong hop hé hat phdn biét duoc

— L [ePFagdp, (I11.33)
Q2nh)

f f
v6if1a s6 bac tw do chia h¢, va dg=]]dq;, dp=]]dp;.
i=1 i=l1
b) Truong hop hé hat khong phdn biét duoc
Vi khi hai hat giao hodn nhau, ta vin chi ¢6 mot trang thdi trong khi trong khong gian pha, ta vin
6 hai thé tich nguyén t& , (s6 6) khdc nhau, nén s6 trang thdi that sy phdi biing sd thé tich nay chia
cho 2.
Vay, d8i vdi hé c¢6 N hat, s6 trang thdi vi md that su s& bing sd thé tich nguyén t& chia cho NI, 1a
s6 1an hodn vi cda N hat :

1 1

_ —BE gz 45
=——x )¢ dadp | 111.34
(2nn)*N N! (39

II1.C.2 Phan b& Maxwell

Xét mot chit khi 1y twudng gdbm nhitng phin tif don nguyén tif c6 nhiét do T va thé tich V. Ta xét
mot phin tif x4c dinh va 4p dung phan bd chinh tic ¢§ dién cho phan t ndy, cdc phan ti con lai xem
nhu déng vai trd clia hé diéu nhiét & nhiét do T.

Vi 1a hé khi ly tuéng nén ning lugng cla phin tif don thuin 12 dong ning:

g=2_

2m



Xdc suat P(t,p)drdp dé phan tif c6 vi tri trong khodng T va T +dT va c6 dong lugng trong khodng
tdp ) 2 .

drdp3 nhin véi xdc sudt e PP /2m dé phan t &

(27wh)

p va p+dp bing s6 “06” trong khong gian pha

trong “6” nay :
_pp2/2m drdp
(2nh)®
Vay xdc sudt P(p)dp dé€ phan tif c6 dong lugng trong khodng p va p +dp dugc tinh:

P(F,p)didp o« e

2
P(p)dp = [ P(¥,p)drdp oc e PP fam.
%
Tir @6, ta c6 thé tinh xdc suat P'(V)dv d€ van toc cla phan ti & trong khodng v va v + dv la:
2
P'(v)dv = Ce Pmv L4y (I11.35)
K&t qua trén dudc goi 1a phdn b6 Maxwell clia van tdc¢ phan i khi 1y tudng don nguyén . (C la
hiing s& dugc tinh bdi diéu kién chudn héa ).

I11.C.3 Pinh li phan bd déu
Trong cd hoc thong ké cd dién, ning lugng ca mdt hé vat Iy 1a ham cida f toa do suy rong qi, qa,

..., gr va cta f dong lugng suy rong p1, pa, ..., pt:
E =E(q1,92: qQfsP1>P2s Pr) (1IL.36)
Thong thudng, ta ¢6 thé c6 hai diéu kién sau dugc thda:
i) Ning lugng toan phan dudc phan 1am hai phan:

E = 8i(pi) + E'(ql’q2 seees Qs P1sP2sees PictsPit1seee pf) s
(III.37a)

trong d6 ¢; chi phu thudc p; va phan con lai E” khong phu thudc p;.
ii) Ham ¢; c6 dang toan phuong theo thanh phan p; cda dong lugng:
e;(p;)="bp 12, véi b = const. (II1.37b)
Trudng hdp ta thudng gip 1a &(p;) 12 dong ning, chi phu thudc mdi thanh phin clia dong luong,

trong khi th€ niing khong phu thudc dong lugng.
Sau diy, ta s€ tinh gid tri trung binh clia &; khi hé & trang thai cAn biing nhiét.
Khi hé cin bing & nhiét @6 T = (kB)", hé & trang thdi phan bd chinh tic, gid tri trung binh cia &

dudc tinh theo céc tich phan trong toan bd khdng gian pha:
+00
je_BEsidql...dpf
g = _fw . (I11.38)
J‘e*BEdql...dpf

— 0

Né&u diéu kién i) dugc thda, ta c6:

400 +00 +00
[ePE e dqy.dpy [ e Peiedp;. [ePFdq..dpg

Ei - _oooo - _Oooo ;ow ’
e PE By g e Pidy e Pdq, .d
[e qi-dps [ e ™idp;. [ePFdq;..dp;

—0o0

trong d6, cdc tich phan thi nhi & t s6 va miu s6 khong dudc tinh theo bi€n p;, nhu vay, cdc tich phan

ndy gidng nhau va ta c6 thé don gidn d€ c6



+00 ' o g e
Je_ﬁalsi.dpi - Je 'dp; i
— —o0 aB —00 a _BS.
g = = =——1In '[e ldpl
too to aB i
[ePeidp; [ Peidp;
Khi diéu kién ii) dugc thda:
+00 +00 2 1, T®©
Qe —Bbp* 1 o2
fePigidp;= [ e "idp, = p % [ ™ dy,
., |
vdi bién phu y =Bépi.
Vay
_ ol 1 T2 1
g =——|—=InB+In j e dy|=—,
op| 2 e 2B

Vi s& hang thif nhi trong tdng d€ 14y dao ham khong phu thudc B.
Cudi ciing, ta c6

o
& =SkT | (I11.39)

X N 1
Tic 1a gid tri trung binh ciia moi s6 hang toan phudng doc 1p cia ning lugng 12 bang EkT .

K&t qua quan trong trén dugc goi 1a dinh Ii phdn bo’ déu trong cd hoc thdng ké cb dién.
Cha thich:

Néu thay vi hé thitc (111.37a) cho ddng ligng pi, ta lai cé diéu kién cho toa do q; nhu sau
E=¢£i(qi) + E'(Q1, 42> qi-1>Gi15+ g P P2 Pr) - (1140a)

va
&;(q;) =bq7, (II.40b)
thi bing cdch tinh twong ty, ta ciing cé két qud sau:
_ 1
g == kT.
2

CAn chd y riing dinh li phan bd déu chi diing trong gidi han c¢d dién, titc 1a khi gid tri trung binh cia
khodng cdch giita cdc mic ning lugng chung quanh gid tri trung binh E 13 rit nhd ddi véi nang lugng
dic trung : AE << kT , titc 12 khi nhiét dd dd cao. Con khi nhiét dd0 T ctia hé chi cho ta : AE > kT , ta
khong thé st dung dinh 1i phan bd déu dugc nita.

UNG DUNG:

a) Xét mot phan tif cia mot khdi khi ( khdng nhat thi€t Ia khi 1i twdng ) & nhiét dd T. N&u phan
nay c6 khéi lugng m va khdi tim c6 dong lugng p=mv, v6i v 1a van toc cia khoi tAm, dong ning
clia phn tir nay la:

1
K=%(Pi +p2 +p?).

Chd y ring dong ning clia cdc phan tif khdc, th€ ning tuong tdc gifta cdc phan t, va cd ndi ning
do chuyén ddng ndi tai trong phan tir (nhu dao dong va chuyén dong quay, néu la phan tif da nguyén
tir), déu khong phu thudc mdi thanh phian p;. Vi viy, ta c6 thé 4p dung dinh 1i phan bs déu cho mdi

thanh phin clia dong ning, tic 1a



K:%kT. (I11.41)

b) Xét mot dao dong ti¥ diéu hoa tuyén tinh c6 di€n, cd ning toan phan ciia dao dong tir la
2
E=K+U :lp—+lmm2q2.
2m 2
Ap dung 14n lugt dinh Ii phan b déu cho K va U, ta ¢6

K:lkT, U:lkT,
2 2

E=KT.[]

(1I1.42)
¢ Dinh li virial

Xét mot hé khi gdm N phan ti, chi€m thé tich V. Ta gia st cdc phan t& khong c6 ciu tric noi tai
va N, V dii 16n d€ hé c6 thé dudc xem 12 hé nhiét dong luc. Xét mot phan ti (i) c6 vectd vi tri T, va
tdng hdp lyc tic dung 1&én phan ti 12 fi .

Virial ctia hé dugc dinh nghia la:

N —
9= Zfifi
i=1

(I11.43)

N
Gid st tAim qudn tinh cia hé didng nghi trong hé qui chi€u qudn tinh: Zfi =0 . Khi nay, virial 3
i=1

ddc 1ap véi goc toa do.

N&u goi p, 12 dong lugng clia phin ti (i), cdc phuong trinh chuyén dong cta (i) dudc viét:

& b
dt m’
&b -
iZfi.
dt
Tu do
d. .\ -= p~2
&(fi-Pi)Zfi-f#mfl

i

LAy tdng trén tip hdp N phan tir:
d . .
aZri.pi :8+2K,
N 2
K=SPi_
i 2m,

[N A - A
la tong dong niang cua ca hé.

LAYy tri trung binh theo thdi gian ctia hé thifc trén:
9+2K = —(

d
(That vay, tri trung binh ctia f la:



dg .. lpgdg. o1
— = lim — | —=dt=lim —|g(t)—g(0)|.
dt 'c—>+ooT.([ dt .[_)+OOT[g( ) g( )]

N
Vi g=Zfi p; 1a dai lugng bi chin, nén gi6i han trén bing khong).
i=1
Hon nita, & trang thdi cAn bing, tri trung binh theo thdi gian bing tri trung binh trén tAp hdp
(nguyén li ergodic), nén:

K= —%@. 0 (111.44)

Hé thiic trén 1a ndi dung cta dinh li virial : “g trang thdi cdan bdng, tri trung binh ciia dong ndng
ctia hé bang ) gid tri trung binh cua virial ciia hé”.

So sanh véi dinh 1i phan bd déu cho dong ning ctia hé N phan tir (I11.41), ta ¢6

9 =-3NKT.
III.C.4 Khi li tuéng

a) Ham téng thong ké
Pé€ tim lai cdc két qua thuc nghiém di c6 cho khi ly tudng, titc 12 cho hé hat ddng nhat, doc 1ap
(th€ ning tuong tic giita cdc hat khong ddng k€ d6i v6i dong ning cia mdi hat) va khong phan biét
dudc, dau tién, ta xét trudng hdp mdt hat M c6 toa dd T va dong lugng p chuyén dong trong thé tich

V, tiic 12 trong gi€ng thé ba chiéu:
0 khi M(t) eV
U(x,y,2) = e (I11.45)
o0 khi M(t)e¢V
Véi t =xT+yj+Zf< 12 toa dd cda M va V Ia th€ tich ctia mot khdi 1ap phuong. Gia st hat & trang
thdi chinh tic {T,x}.
Ham tong thdng ké Z; ctia mdt hat M nay dudc tinh:
1 -
Z, = 3 [exp(BE)dqdp, (111.46)

2 2
v6i E :;)— +U 14 ning lugng ctia hat, bing tong s6 ctia dong ning 5— va th€ ning U.
m m
2, =L [expl- B2+ U)kidep
3 2m

2
= % I exp(- glm)]dﬁj‘ exp(-BU)Jdq

1 Bpa ’
Px
=|—|exp(- dp, | .| exp(-BU)]dxdydz
LJ pe 5 )]px} [exppU)Jdxdy
Ap dung cong thiic tich phan Poisson cho tich phan thit nhat, ta c6

2
! Iexp(_B&)de R Cw— (I11.47)
h 2m h

Pé& tinh tich phan thit hai, ta nhidn xétringkhiM € V, U=0,vakhiM ¢ V, U — oo, nén
T = [exp(-BU)dxdydz=V .

Vay:



Z,=PJ= %(2nka)3/ 2 (I11.48)
h

Bp°

Cha y: Dé tinh tich phéan I exp(— )dp ta ciing c6 thé dung toa do cdu (p, 6, @):

—00

" pp’ Bp’\ >
j exp(— E)dﬁ = J exp(— E)p sin 0dpdOde

—00

400 2
=47 J exp(— BzL)pzdp = (27[ka)3/2 ,
0 m

bang cdch ding cong thiic ciia tich phdn Poisson:

+00 P 1 -
jtZe*at dt=—|—.
0 4Va

Bay gid, ta xét hé hat ddng nhat, doc 1ap, va khdng phin biét dugc & trong gi€ng thé cho bsi cong
thic (I11.45), & trang thi chinh tic {T,x}. Nang lugng ctia hé cho béi:

E= Z—+U (II1.49)

va ham tdng thong ké cta hé dudc tinh:

1 1 e
7= NN [ exp(—BE)dd,dd,...dq ydp,dp,...dPy . (I1.50)

. .1 - ) A R A TiA
(Chu y rang thira s N c6 trong bi€u thitc cua Z do gia thi€t hé hat khong phan biét dugc).
Vi cdc hat1a ddng nhi't nén ta c6:

N 52
—xJ e Z;’—;HJF Ui}dqldqz...qudf)Idf)Z...dﬁN

N!

- N
1] 1 2 L
:—[h—3jexp B §m i }dqidpi} : (1L.51)

Nhén xét ring bi€u thic trong diu méc {..} chinh 1a ham tdng thdng ké clia mot hat Z; ma ta da
tinh dugc (cong thitc (111.48)), ta c6:

_ 1 N
Z= ﬁ(zl)
N
Z= iv—(z mkT)*N/2. (I11.52)
N! 3N

b) Khdo sdt nhiét dong luc
D&i v6i hé ta xét 12 hé vi mo; N di 16n d€ ta c6 thé 4p dung cong thic Stirling:
In(N!) = NInN ,
dé c6
(2nmkT)*N/2

InZ=NInN+NInV+In
h3N



Viy, ta cé cong thdc tinh ndng lugng ty do Helmholtz:

F=—-kTInZ
3N/2
— —KTN[InN +InV]- kT 1n%. (I1.53)
h

Ap suit chinh tic ctia hé 1a

_ _2_5 _ NTkT (IIL.54)
va ta c¢6 phuong trinh trang thai cda khi 1y tudng:
bV = NKT (I11.55)
Ta ciing tinh dugc entropi cia hé:
__oF
oT
3

S=_NkInT+Sy |, (I11.56)

v6i So 12 hiing s8.
Cudi cuing, cong thitc tinh ndi ning ctia hé khi ly twdng dudc suy ra tir:

U=E=—ian ,
op

va ta c6 ducc

U=E= %NkT (I11.57)

K&t qua nay ta c6 thé thu dudc bing cdch 4p dung dinh li phan bd déu cho hé N hat khi 1y tudng.
III.C.5 Khi van der Waals

Trong chat khi, ta c¢6 th€ niing tuong tdc giita cdc hat (phan tif) nhd hon so véi dong ning clia hat
(khi th€ ning tuong tic c6 thé bd qua, ta c6 chat khi 1i tudng, con néu thé€ ning nay cé thé so sdnh
dudc ddi v6i dong ning cia hat, thi hé cdc hat ndy dugc xem nhu 12 chat 18ng). Gid st hé khi ndy &
trang thdi chinh tic.

Ham tong thdng ké clia hé hat & phép gin diing cd dién la:

11 BE 1
=————|e " dqdp , (II1.58)
N!'(27n)*N j
trong do:
1 -
E=—)>p; +U(@), (111.59)
2m
néu ta gid st hé hat 1a ddng nhat, khong phan biét dugc. Ta c6 cong thiic tinh him tong thong ké:
B <. 2
1 1 2Pt _BUE) am
- L L e g e MU @gq
N! (27
Nhung vi:
N N
_£2p2 _Bﬁ _Bﬁ
Je 2m ™= gp = Je mdp; | = 47tje 2m pedp;



= [e 2m™ dp = (2nmkT)*N?,
nén
7 %%(mcka)m/ 270, (I11.60)
(2mh)
vii
z, =[e P44 (11L.61)

12 ham t8ng thdng ké lién quan d&n thé ning tuong tc giita cdc hat.

(Trong trudng hop PU(G) — 0, ta s& c6: Z,=V", va ta tim lai dugc k&t qua cho hé khi li tudng ).

Ta gia st ring tuong tic clia hat thit ba vdi hai hat dang xét 1a khong ding ké, tic 12 th€ ning
tuong tac clia toan hé hat U(G) 1a tdng clia thé ning tudng tic cia tirng cip hat (i,j): uj; in —fj‘) (vi th€

ning tuong tdc gitta hai hat chi phu thudc khodng céch tuong ddi |f; — fj‘ gitra hai hat (i) va (j) ).
Khi nay:
— 1 .. 1 .
U@ = EZZuijQri ~ )= Ezuijqri -5
1 J#1 J#1

Thong thudng, thé ning tuong tdc clia mot cip hat Uj; Qfl - fj‘)z u(p) dudc cho bdi biéu thic:

12 6
uy () = 0{[?} z["pOJ ] , (I1L62)

dudc goi 12 thé’ Lennard-Jones, ma dudng biéu dién dudc vé trén hinh II1.1. Ta c6 thé ki€m tra dudc
ring khi p <p,, thé€ tuong tic tuong Gng vdi luc ddy, trong khi p > p,, th& tudng tic tuong tng vdi luc
hut.
Hodc mdt cdch sd lugc hon, thé niing tuong tic clia tirng cip hat cho bdi md hinh khdi cau ciing
(hinh I11.2):
@© P <Po

u(p) = po ) (111.63)
»P > Po

véis =6 1a gid tri thudng dugc chap nhan.

H.IIL1: Th& Lennard-Jones H.IIL2: Thé ciia khdi cdu cifng

Ta dit gid thi€t ti€p theo 12 mdi phan t& chuyén ddng trong mot thé ning hiéu dung U (gidng
nhau cho mdi phan t) do tit cd cdc phan tit khdc sinh ra. Vay, ddi véi hé N hat:

N
Z, = [ [ePlerr dq} , (111.64)
\%

trong d6, tich phan dugc 14y trén toan bo thé tich V ctia binh chita.
Bdi vi trong mot thé tich V, nao d6, Uesr — oo (do luc dé?y rdt manh), va trong thé tich con lai V-
V,, ta c¢6 thé xem nhu
Ueer = ﬁeff =const.

Vay:



= N
Z, = [(V —V, Jo PUeft ] , (I11.65)
2NN g 2 1 N2 ~ A g Ll BN A= z ~ 2 X
Bdi vicé tatca EN(N -D= > cdp hat nén néu goi u la th€ ndng tudng tic trung binh cua moi

cip hat, th€ ning cla toan hé dudc tinh:
2

— N — 1
NUeff = Tﬁ = Ueff = 5 Nu. (I11.66)
Y T A ia ’ . N . 4n2p2dp N
Vi xdc suadt dé moi hat hi€n di€n trong khoang gitta p va p +dp la: ———— , nén:
_ " 4n2p2dp
u= | up)
PO

DPé€ c6 gid tri cu thé clia U, ta gid s md hinh khdi ciu ciing c6 thé 4p dung dugc, tic 1a:

__ 4mug B(pe ) dnug R oo
W= 0 (PO g2, = dp -
v I( p’dp L [p*2dp
Po Po
Ta lai gid st ring s > 3: dudng cong thé ning gidm dd nhanh d€ tich phan trong bi€u thic trén hdi

tu:
3-s o0 s 3-sg
__ 4mug s{P :l __4mugpg Po
u= Po e —
\Y 3-5s A\ 3-5s
4nu pg
il=—-—. (II1.67)
V 3-s
- 1 47'[110 po
= Uy =— —_—
T v 3-s
_ ’N
Uegr =-a 7 s (I11.68)
véi
271', 3 3
a' =22 Un» (II1.69)
3 90[3_5) 0

Mt khic,thé tich loai trir cia hé khi 1a NV, ciing dugc tinh biing s6 cip hat %Nz nhan véi thé tich

e K L4 N
loai trir cua moi hat 1a E 7'cp03 nén:

1

4
NV, —5N2<§npi>
21
V, = [Tpg}N
V.=b’.N (II1.70)
véi
b':%ﬂpg :;(“;Cpgj (IIL71)

Ta phdi hop cac cong thic (II1.60) va (II1.65) d€ c6:

(2=

Tir d6, ta tinh dugc 4p suat trung binh cla khoi khi:



_1omz 108
P=8 v pav

Vi gid tri clia Uyg & (IIL68) va V, & (II1.70), ta c6:

[NIn(V -V, )~ NBU o |

NkT ~  N?  NkT  N?

_: a —— a ——
P V-V, vZ V-bV  y?

Cudi ciing ta ¢6 dudc phuong trinh trang thai:

_ N?
{p +a' ?](V —b'V)=NKkT (I11.73)

dudc goi 1a phuong trinh van der Waals cho khi thyc. Néu a’= 0, b’= 0, ta ¢6 phuong trinh trang thdi
khi 1y tudng.

Ta c6 nhan xét 1a trong (IIL.60), thira s6 thit nhit & v€ trdi cho thdy ring 4p suit clia khi thuc 16n
hon so v6i dp sud't ciia khi Iy tudng., biéu thi Iuc tuong tic hit & tAm xa, va thira s thit hai bi€u thi thé
tich ctia hé khi thuc gidm ty 1& v6i s6 hat N d6i véi thé tich clia khi 1y tudng, vi cdc phan ti khi thuc
phai dugc xem nhu ¢6 kich thudc.

Tir phuong trinh (I11.73) trén, tudng wng vdi mdi gid tri ciia nhiét do T, ta vé dugc dudng biu dién
su bién thién clia 4p suit p theo thé tich V, goi 14 duong ddng nhiét van der Waals.

Ta thay ring khi nhiét do T 16n hon mot gid tri T. (g0i 12 nhiét do téi han T.), mdi gia tri cda p chi
cho duy nhi't mot gi4 tri cia V. Pudng diang nhiét v6i T = T, goi la duong ddng nhiét tdi han. Cic gid
tri V. va p. cia thé tich va 4p suit tuong Gng véi dudng ding nhiét nay tai diém ti€p tuy&n nim
ngang dudc goi 12 thé tich va dp sudt téi han.

H.IIL.3



LD Ung dung cho hé lugng ti
II1.D.1 Hé dao dong t& diéu hoa lugng ti¥ tuyén tinh

Theo két qua clia co hoc lugng tif, cdc mifc ning lugng clia mot dao dong tir di€u hoa tuyén tinh c6
tan sd géc o cho bdi:

E,=(n+ %)h(o , (IIL.74)

véi cdc trang thdi khd di cda dao dong tr dugc dic trung bdi s& lugng ti n cé gid tri nguyén, duong
hay bing khong: n=0, 1, 2, ...
Ham téng thdng ké clia dao dong ti dudc tinh:

Z= ie_BE“ = iexp{— BA(n + %)} = exp(— Bhij i exp(— man)Nhu’ng ta co

n=0 n=0 n=0

s n 21

3 exp (- pron)=1+e PO o204

n=0
12 t8ng vo han cdc s6 hang ctia cAp s6 nhan ¢6 s6 hang ddu 1a 1 va ¢6 cong bdila q=e P <1. Téng
3v hoi tu vé 1
nay hoity vé: ———.

y ¥ 3 1 B e_ma
Vay:
e—ma/Z e[31?1(1)/2

7= = 118
l _ e—Bh(D eBh(D _ 1 ( 75)

Ap dung cong thic tinh ning lugng trung binh (I11.20):

E=2 (InZ),
P
ta co
g lo, ho (I11.76)
2 eBh(,l) _ 1
Vay, ddi véi hé c6 N dao dong dao dong tit, ta c6 ning lugng trung binh clia hé:
EN _NE- NZw N N
ePho _q

e Xét trudng hdp gidi han clia nhiét d6 T di 16n d€ kT >> A, tifc 1a ning ludng dic trung rat 16n
ddi v6i hai mic ning lugng lién ti€p nhau clia dao dong ti. Vi khi nay BAwo>>1 nén ta cé thé ding

cong thiic khai trién Taylor cho him mii ema :

P ~ 14 Bro
=E= 7‘7‘” + kT ~kT. (IIL.77a)

Ta tim dudc két qua clia phép tinh ¢S dién. Qua that vay, vi kT >> o, nén nhu ta da thiy, cdc
phép tinh xap xi ¢ di€n phai dem lai k&t qua tuong ddi chinh xdc.
o Xét trudng hop nhiet do thap: kT << i < eP®

E= %(” + hoe Po (IT1.77b)

>> 1. Khi nay, phép tinh gan diing cho:

Khi T di nhd d€ ta c6 thé bd qua s6 hang thi nhi, ning lugng trung binh clia dao dong tif ti€n d&n

muc cd ban h%’)



II1.D.2 Hé Rotato lugng tit
a) Rotator ¢ dién

Xét hai hat M; vd M, c6 khdi lugng m; va m,, cdch nhau mot khodng r.. Khdi tdim G clia hé dugc
xdc dinh trong toa d Descartes:

0G = m,; OM, + m, OM, _myh +myt
m; +m2 my +m2

N&u chon goc toa dd O triing véi khdi tAm G:
. . - I Iy T
m +m,5 =0=>mr =myr, > —=—"=——"-—.
my m, my +m2

S

Moment quin tinh ctia hé ddi v6i O 1a:
I= mlrlz + m2r22

¢6 thé tinh nhu sau:
2

I=pr;,
) m;m - . A
v6i p=—=1-2—, goi la khoi lugng rit gon cua hé.
m; +m,

Moment ddng lugng clia hé d6i véi goc O:

E zfl A mﬁq + fz A szz.
Né&u khong c¢6 luc ngoai nao tic dung 1én hé, L =const, hé quay quanh truc Oz trong mit phing

vudng géc v6i L véi van tdc géc o khdng ddi. Ta cé:
‘L‘ =my (rl Vi )+ m, (rz Vo ): my (rl .rl(D) + m, (rz .rz(D)
= (mlrlz + m2r22>l)

‘i‘ =lo= urezco.

Khi nay, cd ning toan phin clia hé 12 tdng dong ning cla hai hat:

1 2 2 1.9
E=—m,vi +—m,v; =—lo~".
5 Ve T Ve =5

Titc 1a ham Hamilton lién két v6i ning lugng dudc tinh theo moment dong Iyong L :
| Vs
S22 ouel

(Ta thay bai todn Rotator c¢d dién riit vé& bai todn chuyén dong quay ctia hat 4o khdi lugng p, cich

(111.78)

gdc O mot khodng ).
b) Rotator lugng tit
DPé€ khio sit lugng tir hé Rotator, ta chuyén cdc dai lugng L va H thanh cdc todn ti moment dong
lugng va todn t& Hamilton theo nguyén li tuong Gng:
L>L; HoH
Viy, hé thic (I11.78) cho:
N
i=—
21
véi két qua c6 dudgc theo cd hoc lugng ti:
L2 4,m)=n%0(0 + 1) 4, m), (I11.80)

, (I11.79)




trong dé vectd ket E,m> 12 vecto lién k&t véi ham diéu hoa ciu Y)" (9,(p), véi | nguyén duong hoidc

nguyén am, va m c6 thé nhan 21 +1 gid tri

m=-l,-1+1,...,0,..., +1, 1.
Nhu vay:

A i2 2 1

Al my=2 | rm) =D oy g m),

21 21
v6i Ej 1a gid tri cda cdc mitc ning lugng:
2
E, _Rted+l , (IIL.81)
21
cédc mifc nay c6 bac suy bién 21 +1.
Ham tong thong ké clia phan bd chinh tic dudc viét:

2.,
Z=3ePE = S (2r+1)ePE =3 (20 4+ 1) PAED2T (111.82)
(¢) (E/) (¢)

Trur trudng hgp cla phan t& H, c6 moment quén tinh quéa nhé, d6i vdi nhitng phan ti ludng nguyén
tir khdc, khodng cdch giita hai mic ning lugng quay lién ti€p tinh tix (I11.81) vao khodng 10™eV. Do d6
G nhiét do T da 16n, ta c6

2
BE, = W <1 (II1.83)

C6 nghia riing hai s6 hang lién ti€p clia tong (I11.82) khdc nhau rit it, va c6 thé thay thé tdng gidn

doan (I11.82) bing tich phan:

+o0
7 = .[ (2(+1)e—ﬁh2,e(4+1)/21d£_
0
Biing cdch dit bi€n s6 m&iu = | (I +1), ta tinh dugc:

7 _ 2% KT (I11.84)

Tuy nhién, cong thitc (I11.84) chi c6 gi4 tri d8i v6i nhitng phan tif ¢6 hai nguyén tif khdc nhau. Con
khi hai nguyén t giéng nhau, ta phdi chd y dén tinh khong phan biét dugc clia cdc nguyén t& nay. Tuy
nhién, mot khi diéu kién (II1.83) dugc thda, ta chi can chia bi€u thic Z cia (I11.84) cho 2, vi khi ta
quay truc ndi hai nguyén ti mot géc 180° ciing nhu khi ta hodn vi hai nguyén tt, ta d3 d€m hai 1an
khdc nhau s6 trang thdi trong tdng (I11.82), trong khi thuc sy thi ta chi c6 mot trang thai duy nhat (hai
nguyén tir ddng nhi't). Vay cong thiic tdng quat cho ham tdng thdng ké phii 1a:

21

Z= ey kT,
i {0 =1, né:u hai nguyén t khf’lc nhau
c=2, néu hai nguyén t& gidong nhau
Ning lugng trung binh ctia mdi hé Rotator 1a
E:—i(lnz)=l=kT (I11.85)
op p

Vay ddi v6i hé N Rotator:
Ey = NE = NkT (I11.86)



IIL.D.3 Nhiét dung riéng cta khi ly tuéng ludng nguyén tif

Ning lugng E clia khi 1y tudng ludng nguyén tir gdm ning lugng E,, clia chuyén dong tinh ti€n clia
khdi tAm, ning lugng E,, cla chuyén dong quay quanh hai truc vudng géc véi truc ndi hai nguyén ti,
ning lugng B, clia dao dong diéu hoa. V& phian déng gép clia 16p v electron quanh hat nhin, ta c6
th€ nhé lai ring cdc gi4 tri clia ning lugng kich thich 16p vé nay c6 dd 16n vai eV, titc 1a tuong dng vdi
nhiét d6 vai chuc ngan do Kelvin:

leV & T=12.000K.

Vay, chi v4i nhiét do rat cao cdc 16p vd electron quanh hat nhin mdi ¢ 4nh hudng dén viéc tinh
nhiét dung ctia chat khi.

Tuy nhién, ciing can biét ring c6 nhitng biét 1& cho nhin xét trén, nhat 13 trudng hgp ta phdi tinh
d€n c4u trdc tinh t€ clia mic ning lugng co ban: do lién két gitta momen dong lugng qui dao L va spin
S, mifc ning lugng nay tich ra thanh tirng mic dudi ma khodng cdch gifta hai mifc chi bing vai phan
trim eV, tifc 12 twong Gng véi nhiét do dic trung khodng vai trim do. Tuy nhién, trong mot s6 trudng
hop, ta c6 thé xem nhu mic ning lugng co ban 1a suy bi€n bac (2L+1)(2S+1) va khong cin tinh dén
dnh hudng cla 16p vé electron nita (ta néi ring cdc bac tu do electron bi “déng bing”).

Tém lai, & nhiét dd nhé hon nhiéu ddi vdi vai chuc ngan @6 Kelvin, ta chi cAn xét d&€n 4nh hudng
ctia chuyén dong tinh ti€n, chuyén dong dao dong, va chuyén dong quay:

E =Eq + Evib + Erot

D3&i v6i mot mol phan t khi, ta ¢6: E, = % N, kT = % RT

(V6i R = Nk 12 hiing s6 chat khi)
nén nhiét dung riéng tuong Gng véi chuyén dong tinh ti€n 1a
_Cu _3p

or 2
D&i véi chuyén dong dao dong va chuyén dong quay, ta dua vio cic khdi niém nhiét do dic trung

tr

clia dao dong T,y va quay T, : & cdc nhiét do rat nhd so véi Ty, (hay so v6iT,y ), cdc bic tu do cla
dao dong (hay quay) sé& “déng biang” va khong 4nh hudng dén gid tri cda nhiét dung.

Nén bi€t ring ta ludn c6 T, <T,, tdc 12 cdc chuyén dong quay dé bi kich thich hon 1a chuyén
dong dao dong. Pong thdi, Ty, cang 16n néu lyc tuong tdc lién nguyén ti cang 16n va cdc nguyén tlt
cang nhe (thay d&i tir vai trim dé&n vai ngan do Kelvin). Trong khi d6, nhiét d6 dic trung clia chuyén
dong quay thudng nhé (vai do Kelvin), trit trudng hop phan tif Ha, do ¢6 momen quén tinh ra't nhd, c6
nhi¢t d6 nay vao khoang 85K. Nhu vay, & nhi¢t @6 T thong thudng: T >>T,,, va cdc bac ty do quay cé

déng gép vao gid tri ciia nhi¢t dung. Ta c6 bang sau cho ta cdc nhi¢t do dic trung T,;, va T, :

Phan tt Tyip, (K) Tyor (K)
H, 6215 85,3
Cl, 808 0,35
Br, 463 0,12
0, 2256 2,1
N, 3374 2,9
Co 3103 2,8
HCI 4227 15,0
HBr 3787 12,0

Vay, ddi v6i chuyén dong dao dong, khi T << T, ; k&t qua (I11.77b) cho d&i véi mot mol khi:



E :NAhT(D:const

= Cy=0
va khi T>>T,,, k€t qud (II1.77a) cho:
E b =N AKT
= Cy=R.
Va ddi v6i hé gdm N, rotator, ta c6, theo (I11.86):
E =N,kT =RT
va nhiét dung riéng ding tich dugc tinh:
Cy =R.
Vay, tai nhiét 6 T ma céc bic tu do dao dong va quay déu c6 déng gép vao nhiét dung, ta cé,
trong khi k& c4 chuyé&n dong tinh ti&n:
CV:§R+R+R=ZR.
2 2

Va § nhiétdd T <<T,;,, ta co:

3 5
Cy=-R+R==R.
2 2

Dic biét, d6i véi phan tir H,, khi T << 85K:

3
CV :ER .
A CV
TR/2

SR/2

3R/2

H.II1.4



[II.D.4 Nhiét dung ctia vat rin. Phonon

Vat rin tinh thé dugc ciu tao bdi cdc nguyén tif hay ion dao dong khong ngirng, v6i cdc vi tri cin
bing ciach déu nhau. Trong phan nay cda chuong, ta s& xét mot ng dung quan trong clia phan bd
chinh tic trong viéc tinh nhiét dung riéng ctia vat rin.

a) Két quad thiic nghiém

Thuc nghiém cho thay ring nhiét dung riéng Cy cda vat rin bién thién theo nhiét o T nhu hinh
vé: O nhiét do cao khodng trén vai trim do K, Cy doc l1ap v6i T va c6 gid tri bing 3Nk (dinh ludt
Dulong va Petit); & nhiét do thap dudi vai chuc do K, Cy bién thién ty 18 v6i T°.

C, /3Nk
1

0,5

100 200 300 T (K)

H.IILS

b) Gidi thich c6 dién
Co hoc thong ké ¢ dién gidi thich rat don gidn dinh ludt Dulong va Petit: ta 4p dung dinh 1i phan
bd& déu cho N hat dao dong di€u hoa ba chiéu. Ta da thi'y ring mdi dao dong tir diéu hoa mot chiéu c6
ning lugng trung binh 1a kT, tic 12 d6i v6i mdi dao dong tif diéu hoa ba chi€u, ning lugng nay bing
3kT, va vi hé gobm N dao dong ti¥ nhur viy nén ning lugng trung binh biing 3kT, cho ta két qui

oF
Cy =2 =3Nk. 111.88
VT ( )

Tuy nhién, 1y thuyé&t c¢d dién trén khong thé cho ciu trd 15i d6i vdi nhiét dd cao hay nhiét do thap

pht hgp véi két qué thyc nghiém ma ta da thdy & trén.
c) Mo hinh Einstein

Ngay tir nim 1907, khi ma cdc y tudng vé vat ly lugng t& chi m&i bit dau phat trién, Einstein da
d& nghi mot phuong phap cé thé gidi thich sy gidm ctia nhiét dung riéng vt rin & viing nhiét do thap.
Tuy nhién, mé hinh niy van gid s riing cic hat (nguyén ti hay ion) clia tinh th€ dao ddng doc lap véi
nhau, tic 12 mdi hat chuyén dong dugi 4nh hudng cia thé trung binh (phudng phip gan ding trudng
trung binh) .

0 phép tinh gan ding dau tién, mdi hat cia vat rin chiu tdc dung ca N-1 hat con lai dudi dang
clia mot th€ trung binh u, (t) phu thudc vi tri T clia hatnay:

u, (f) = —uy + %krz, (111.89)

Vi ug 12 niing lugng lién k&t ddi véi mdi hat trong tinh thé.
Nhu vay, mdi hat niy dugc xem nhu mot dao dong tir diéu
hoa ba chiéu ddc 1ap, ¢6 cling tin s6 géc



op = % , (I11.90)

véi m 1a khdi lugng cia mot hat.
Hé N hat clia vat rin dugc xem nhu hé hat ddng nhit nhung phan biét dugc vi cdc hat nay chi€m
nhitng vi tri khdc nhau trong mang tinh thé, c6 ham t6ng thong ké

z=2"
v6i 7 12 ham tdng thong ké clia mdi hat, dudc tinh theo cong thitc
1= Zexp(—Ba) (II1.91a)
np,np,n3

= > expPlug —(uy +uy +u, +§)h(oE) (IIL.91b)

nj,np,n3
Tu do, ta tinh dudc:
oBhog /2 3
7 = ePuo — o (I11.92a)
1-¢
) 3
N S— (I11.92b)
2shBrmg /2

trong dd, sh 1a ham sin hyperbol.
Vi nhu vay, ham téng thong ké clia hé dudc tinh

3
Z=eMuo| 1 | (I11.93)
2shPhwg /2
TUr cdc cong thitc tinh ndng lugng trung binh
Ee-mz=-Nnz (I11.94)
P P
va nhiét dung ding tich
Cy = @ (II1.95)
Vooer’ ’
ta c6 dugc:
5 cPhoE
Né€u ta dinh nghia nhiét dé Einstein Tg bi
ta cé
)Y 1
Cy= 3Nk(—Ej —— (111.98)
2T ) sh”Ty /2T
O nhiét do di cao, ta suy ra dugc ring
Cv =3NKk, T >> Tg, (I11.99)

k&t qud hoan toan phit hgp vé6i dinh luit thye nghiém Dulong va Petit.
Tuy nhién, § nhiét @6 T << T, ta lai cé



Cy = 3NK(Tg /T)?e TE/T (I11.100)
Tic 1a Cy gidm theo dang ham mil, trong khi nhu ta da thdy & trén, thyc nghiém lai cho ta k&t qua
1a Cy gidm theo T°.
d) Phuong thitc dao dong chuin (normal modes). M hinh tinh thé mot chiéu
D€ don gidn bai todn, dau tién ta xét md hinh gdm N hat ddng nhat, c6 khdi lugng m, sip xEp déu
theo mdt chudi tron chiéu dai L, sao cho hat thit N+1 tring véi hat thit nhit (d€ bd qua tic dung clia
bién). Luc hdi phuc tdc dung 1&n hat thit q Ia:
Fy =—K(xq —xq41) —K(xq =x¢1), (II1.101)
trong d6, K 13 hé s hdi phuc.
Thé& niing clia hé dugc tinh

N
U:—UO+%KZ(xq—xq+l)2, (I11.102)
q=1
vi
0
Fy=- F U. (II1.103)
q
Céc phuong trinh chuyén dong c§ di€n khi nay dugc viét
dzxq 5
2 —0)(2Xq —Xg11 —Xg-1) > (1I1.104)

véi oy =V K/m.
Nhu vay, ta c6 hé thdng N phuong trinh lién k€t cho N bi€n x,. Ta x€t nghiém clia hé phuong trinh
trén dudi dang t6 hop séng tdi:
Xq (1) =ae' a7 (111.105)

tf nhan xét ring q/ xac dinh vi tri cAn biang ctia hat g. k 12 vectd song, lién hé v6i ® qua hé thic tin

sdc:
o(k) = 20 [sin(k( /2)] . (I11.106)
Piéu kién bién tudn hoan:
XN+1 = X1
cho ta
ken2®_n2" (I11.107)
N/ L

vdin 1 s6 nguyén, duong, Am hoic bing khong: n € Z.
Pong thdi vi cdc vectd séng k va k* vdi

k':k+p27n,peZ, (I11.108)
cho ta cling gid tri clia o va cling gid tri clia X4(t) nén ta c6 thé gidi han:
- g <k< % (vitng Brillouin thit nhd?). (I11.109)

Va nhu vay:

NN (IIL.110)
2 2

Ta nhan xét riing quanh gi4 tri k = 0, hé thifc tin sic (II1.106) c6 thé viét



o=k, (IL111a)

P

vGi
c =yl (IIL111b)
12 van t&c truyén Am trong tinh thé.

Diéu quan trong & day 13 ta tha'yhé cdc phuong trinh lién k&t (II1.104) c¢6 thé bi€n ddi thanh hé cdc
phuong trinh clia cdc dao dong t¥ diéu hoa ddc 1ap nhau, goi 13 cic phuong thitc chudn (hay phuong
thitc riéng) bing cich dit

N .
Ek,t) =D e™x (1) (11.112)
q=1

That vy, v6i nghiém viét dudi dang trén, ta sé& c6:

2
gk, t) =0 Ek ) | (IIL113)
ot

véi o(k) dugc tinh theo (I11.106). Titc 12 bay gid ta c6 N phuong trinh vi phan clia dao dong diéu hoa
ddc lap.

e) Phuong thitc dao dong chudn. M6 hinh tinh thé ba chiéu

Ta c6 thé tdng quit héa phan trén cho tinh thé ba chiéu: vi tri mdi hat trong tinh thé by gid
xdc dinh b&i vecto T, (i =1, 2,..., N), va mdi thanh phan clia toa do Descartes dudc ki hi€u riy (a0 = X,
y, z). Th& niing clia hé bay gid dudc viét

- - - 1
U(rl s, I ) = _UO + — Z ZKiajBriarjﬁ (IIIl 14)
ijop
véi Up 12 ning lugng lién k&t toan phan cla hé, va thé ning U thda cdc phuong trinh
U (0,0,...,0)=0 (I11.115a)
o
2
o°v (0,0,...,0) = Kiajﬁ . (IIT.115b)
8ria8rjﬁ

Ciing nhu hé N dao dong tif tuyén tinh, ta c6 thé chiing minh dugc ring ludn tdn tai cdc bi€n chuin
Pi, (12 t8 hgp tuyé&n tinh cla cdc thanh phin ri,), sao cho thé ning U clia hé ¢6 thé dugc viét

U=-U,+ lZZIN(iapiza . (IIL.116)
2 i a
Tic 12 ta s& c6 hé thdng 3N dao dong ti diéu hoa tuyé&n tinh ddc 1ap nhau; dé 1a cdc phuong thitc
chuén cda tinh thé, tuong Gng vdi cdc dao dong tap thé clia vat rin. Mot khi ta xét d&€n diéu kién bién
tuaAn hoan, mdi phuong thitc chuin sé tuong ng v6i mot vectd séng k ¢6 dang

k=Prpg + P25 + 235 (IL.117)
N, N, N;

vGi Bl, 52, 53 13 cdc vectd cd s§ clia mang ddo (reciprocal lattice) clia tinh thé; Ny, Na, N3 1a cédc s6
rat16n; py, p2. p3 € Z.

CAn chd y ring trong tinh thé ba chiéu, tuong tng vdi mdi vects song k s& c¢6 ba phuong thic
chuin khédc nhau, do sy phin cuc ctia dao dong (tic 1a do sy chuyén ddi mdi hat khi séng truyén qua).
Do d6, ta phdi théem chis6 A (A =1, 2, 3) dé ki hiéu sy phan cyc nay:

o=, K) . (1IL.118)

Khi d6 16n ca k dd nhd:



|1Z| <«<n/l, (IIL.119)

ta c6 thé xem nhu tinh thé 12 moi trudng lién tuc. Séng dao dong khi nay 12 séng am, thda phuong
trinh truyén séng

An——>—=0, (I11.120)

véi n(t,t) 12 mat do hat, c 12 van tdc truyén Am trong tinh thé.
Phuong trinh (II1.120) c¢6 nghiém viét dusi dang
n(F, t) =nye -0 | (IL121)
v6i @ va k thda hé thic:
odi
Nhung trong thyc t€, cdc séng am c6 thé 1a séng ngang c6 van tdc ¢, va séng doc c6 van tdc c,
nén ta phdi cé:
o, (K) = ct|f<| , (IIL.1222)
o, &) =c, |12| . (IIL.122b)
e Liigng tit héa cdc phuong thitc chudn
Nhu vay, mdi phuong thiic chudn dugc dic trung bdi mot vectd séng k va mot trang thdi phan cuc

(A). Do d6, trang thdi vi md lugng tif ciing dugc dic trung bdi 3N sd nguyén duong hoic bing khong
ny, , ¢6 nang lugng

E=-Uy+ > (ng + %)hoax (k). (I11.123)
ko
Ham tong thdng ké clia hé dugc tinh:
z=ePU Tz, . (111.124)
k.2,
véi
1 .
Ziy, = D exp[-B(ny, + E)h(ﬂx(k)] (II1.125)
nig,

12 ham tdng thong ké clia phudng thitc chuin {E,x}. Ta dé dang tim dugc:
1

L, = = . (1I1.126)
T 2sh[Bho, (K) /2]
Tir biéu thiic clia ning lugng trung binh:
= 0 1 - - 1
E=-—InZ=-Uy+—= > hw, (k) + D hw, (k). -
B 20 %) exp[priey (k) —1]
(I1.127)
ta tinh dugc nhiét dung déng tich
~ hoy, (k
Cy = & k3 (B, (k)2 —2RLPA0A ()] - (ILI28)
o [exp Bhe;, (k) —1]
Vi cdc vecto k rat gan nhau, ta thay tdng rdi rac trén k bing tich phan:
> - v [dk (111.129)

" 2n)’



trong d6, V 1a thé tich clia vat rin.
N&u goi p(m)dw 1a s6 nhitng phuong thitc chuin c6 tin s & trong khodng o va ® + do, tir hé thic
(II1.127), ta tinh dugc:
= 1 S o (R wa 1
E=-Uy+—=) ho, (k) + | p(o)do————— .(II1.130)
2 0 exp(Prw) —1

Can trén wy cda tich phan & hé thic (I11.130) dugce xdc dinh bdi:
oM
[p(@)do=3N. (IIL.131)
0

® M6 hinh Debye
Phép tinh gin ding Debye gid st ring hé thifc tdn sic 12 tuyén tinh cho tit cd cdc phuong thitc
chuin c¢6 dang nhu (I11.122a va b):
®), =cx|12| : (I1.132)

T nhan xét ring

Vv 2
P, (0)do = 4rk-dk,
" (2m)’

ta ¢ cong thitc tinh mat d6 phuong thic chuin
4V w2

(IIL.133)

Vi tn tai hai phan cuc ngang (hai phudng ddc 1ap trong mit phing vudng géc véi k) va mot phan
cuc doc nén mat do toan phan dugc tinh
p(®) =2p () +py (),

tac la
3V 2
p(w)=—— 0", (I11.134)
22’
trong d6, ¢ dugc tinh bdi
3 _2 ! 111.135
S=3*t 3 (HL135)

¢ & &
Nhu vay, ta c6 thé tinh dudc tdn sé’ Debye op tir diéu kién (111.131):
“b 3y
(J; 2m%c?

o’do = 3N

= op = c[ v (IIL.136)

Ta c6 thé dinh nghia nhiét dp Debye Tp nhu sau:
kTp =hoy .

Nhu vay, theo mé hinh Debye, ning lugng trung binh ctia tinh thé dudc tinh bdi
3V mj) ho’do
on%e3 ) efe 1
v6i Eg 1a hiing s6 ddi v6i nhiét do T:

1 -
k,A

E=-F,+ (IIL.137)



Trong biéu thitc (I11.137), n€u ta thurc hién phép bi€n d6i trong ham dudi ddu tich phan: x = Bhw:

3TD /T 3
E = —E, + ONKT| - [ = dx (IT1.138)
TD 0 ex - 1
Tuong tu, ta cling cé hé thitc tinh nhiét dung:
3Tp /T _4 x
Cy =N ——| [ 2 dax. (I11.139)
TD 0 ex - l

e O nhiét do da thap: T << Tp, ta ¢6 th€ thay th€ can trén cla tich phan trong hé thic (I11.138)
biang oo, va tich phdn nay c6 gid tri:

+j-)° x3dx B nt

o -1 15
Do d6:
3 TY
E=-Ey+>n*NKT| — | , T << Tp, (111.140)
5 Tp
va
12 TY
Cy =—n*NKT| — | ,T<<Tp. (IIL.141)
5 Tp

Ta thi'y Cy bi€n thién theo T° & nhiét d6 thdp, hoan toan phd hop véi thuc nghiém.
e O nhiét d dd cao: Tp/T << 1, ta ¢6 th€ khai trién ham e* quanh diém x = 0 d€ ¢6 k&t qua:
Cy =3Nk,
phu hgp vdi dinh ludt Dulong va Petit.
f) Khdi niém chudn hat: phonon

Ta c6 thé giai thich riing trong mot tinh thé, khi cdc phuong thitc chuin ctia dao dong dugc lugng tir
héa thi xem nhu cdc kich thich tap thé 1am xud't hién cdc chudn hat. Vi cic chuih hat nay tuong Gng
vdi sy truyén Am trong tinh thé nén dugc goi 13 phonon- tir Hy Lap “phone” nghia 14 Am thanh. Nhu
vay, theo mo hinh & trén thi tinh thé xem nhu chita mot khi 1y twdng cic phonon. Mdi phudng thifc
chuén c6 vectd séng k va ¢ trang thdi phan cyc (A) tuong wng véi mot trang thai riéng 1é kha di cla
céc phonon. Mdi phonon & trang thdi ndy c6 dong lugng p= Ak va c6 trang thdi spin dic trung bdi
(L), 6 niang lugng &, (p) = Ao, (k).

DPong thdi, hé thic tinh ning lugng trung binh (I11.130) c¢6 thé dudc gidi thich bing ngdn ngit
phonon: mdi trang thdi riéng 1& c6 s6 chi€m déng trung binh dugc tinh béi:

n(e, T)= Bgl . (I11.142)
e™ —1

Nhu ta s& thdy, trong chuong VIII, d6 1a phan bd thong ké Bose-Einstein, st dung cho cdc hat ¢6
spin nguyén, cling nhu cac photon, 1a lugng t ctia birc xa dién tur.

Tuy nhién, cin chd y ring phonon khong phai 12 hat that, vi chi ton tai v&i diéu kién 13 tinh thé
cung cAp mot chd dya vat chdt ma thoi.



BAI TAP

0 0
BTIIL.1 Hiy ching minh hé thitc todn ti: B—=-T—.

B oT
BTIIL.2 Ching minh ring ning lugng tu do F 12 dai lugng cOng tinh.

= OF
BTIIL.3 Chdng minh hé thitc Helmholtz: E =F — Tﬁ
BTIIL4 Tu cong thic dinh nghia cla entropi thong k&, hiy ching minh: F = E-TS.
el A RN oF

BTIIL5 Ching minh cdng tic cla entropi chinh tac: S = —a—T.

BTIIL6 Ching minh ring § trang thai chinh tic, mdt khdi khi 1y tudng nim trong trudng trong luc déu g sé& c6
ham phin bd cho mat d6 phan ti theo dd cao z dugc tinh bdi: n(z)=n.exp(-Bmgz); va tir dé suy ra ap
sudt: p(z)=poexp(-Bmgz) (cong thiic phong vii biéu).

BTIIL7 Tir phuong trinh van der Waals ddi v6i mot mol chat, hiay chiing minh cdc ding thic sau cho dudng
ding nhiét téi han:

8a' a’
To=—— ; V,=3Nb" ; p,= 5
27b'k 27b’

BTIIL8 Haiy ding dinh ly phian b déu dé tim lai két qui clia ning lugng trung binh cda mdi phin t¥ ludng
nguyén ti c6 gid tri bing kT.
BTIIL.9 Hiy ching minh riing theo ly thuy&t Debye vé nhiét dung vat rin, ta c6 cong thifc tinh ning lugng clia

vatrin c6 N nguyén tif (hay ion):

max °

T 3
E=E,+ 3NkT.D(?‘3J Vol Eo = Nhw;

BTIIL10 Bing cich thay thé x,,(t)=ae'“¥~Y vao phuong trinh chuyén dong (II1.104), hay tim lai hé thc

tan sic (I11.106):
o(k) =20, |sin(k€ / 2)| .

BTIIL11 Hay tim lai phuong trinh dao dong diéu hoa tng vdi mdi phuong thiic chuin (I11.113):

02 2
-7 &k, t) =—a(k)]“ &k, 1)



VAN PE IILA
Khao sat thong ké tinh thuan t
Xét mot hé vi mo . can bing véi mot hé diéu nhiét c6 nhiét @6 T va dit trong tr truGng c6 cam dng ti

EO- Nang lugng E, clia cdc trang thdi vi md M la ham theo By: E, =E,(B(), va hé s€ c6 moment ti, 1a

“lyc suy rong” lién k&t vdi By:

__OE,
B,
Ta dinh nghia d¢ tit héa: M = % M,

v6i V 1a thé tich cia . va Mf la gid tri trung binh cia momen tr M,, va dj cdm iing tir

x= lim — .
By—0 8B0

Trong van dé nay, ta s& chi xét hiéu &ng thudn tir cia hé ..

Goi J 1a momen ddong lugng toan phan clia mdi nguyén ti (hay ion) & nit mang tinh thé (J 1a tdng cia
moment dong lugng qui dao va spin clia cdc electron trong nguyén ti¥), ta bi€t ring lién két véi J1a momen tr
p dugc tinh:

H=-gugl,

trong d6, g 1a thira s Landé (= 1) va pg 1a magneton Bohr (pg = ;—h .
m

Ham Hamilton cia hé 1a
N -~ — . N

H=> -u;By=gugl,B, (Jz 12 hinh chi€u ctia J trén Oz), n€u hé gdm N hat. Biét ring hé hat
i=l1

dudc xem nhu 1a ddng nhat, phan biét dudc.

A/ Truong hop J, = (£ %)

< 1
bau tién, ta xét trudng hgp J, = 5

1) Viét biéu thiic tinh ham tdng thdng ké Z ctia mdi hat. Suy ra biéu thifc cda ham tdng thong ké Z ciia

2) Vi€t cdc cong thifc tinh do tir héa M va d6 cdm ng tir y theo ning lugng tu do F.

3) V& dudng bi€u dién sy bi€n thién cia M theo x =BuB,).

4) Chitng minh ring & gidi han nhiét d6 khdng hay tir trudng B rat 16n, entropi clia hé c6 gid tri bing
khong (hé hoan toan c6 trat ty) va § gidi han nhiét do rat I6n hay tr trudng By bing khong, entropi clia hé ¢
gid tri cyc dai bing NkIn2 (hé hoan toan hdn loan).

Tir nhan xét ring entropi cia hé chi phu thudc ti s6 By/T, hiy suy ra ring ta ¢6 thé ha nhiét do ctia hé
rd't thap (tir 1K d&€n 107°K) biing phuong phap khit tir chudn tinh.

B/ Trudng hgp tong quat: J co gia tri ba't ky
1) Chitng minh riing khi J ¢6 gi4 tri bAt ky, ning lugng tu do clia hé dugc tinh bdi:
sh{gx(] + lﬂ
F=-NkTIn L\ 2] ,
sh &
2



v6i X =PBugB(, va sh la ham sin hyperbol.
2) Chitng minh ring néu x << 1 (nhiét do dd 16n), dd cdm Gng tir y s& ti 1& nghich v&i nhiét do (dinh Iudt
Curie)

X:

’

=1lo)

v6i C 1a hing sé Curie. Xac dinh biéu thiic clia hiing s nay.



Chuong IV
NHIET DPONG LUC HOC THONG KE

IV.A Céc dai lugng nhiét dong luc
IV.B Cod sd cha nhiét ddng lyc hoc
IV.C Khéo sdt nhiét dong Iuc hoc clia hé khi 1y tudng

IV.A Céc dai lugng nhiét dong luc
IV.A1 Cobng va nhiét lugng

Ta xét mot hé c6 tham s ngoai 1a thé tich, thé tich nay bi€n thién tir gid tri V dén gid tri V+dV.
N&u qud trinh bi€n ddi clia hé 1a chuin tinh d€ 4p suit clia hé c6 gid tri xdc dinh 14 p thi cong vi mo
nguyén t6 ma hé thyc hién dugc la

oW =pdV. (Iv.1)

N&u thé tich lic diu va ldc sau cla hé sau qué trinh 1an lugt 12 V; va V; thi cong thuc hién bdi hé

sau qué trinh bi€n d6i dugc tinh bdi

vt vt
Wi = [8W = [pdV. (IV.2)
Vi Vi

Mot cdch tdng quat thi W phu thudc vao qud trinh bi€n ddi (tifc 13 SW khong phdi 1a mdt vi phan
chinh x4c), trong khi n€u goi E 1a ning lugng clia hé thi E 12 mot ham clia trang thdi vi mo, tic 1a gid
tri

£
j dE (Iv.3)

khong phu thudc qud trinh ma chi phu thudc trang thdi dau i va trang thdi cudi f clia hé (dE 1a mot vi
phan chinh x4c).

Bay gid ta xét hai hé vi mo tuong tic vdi nhau, khi ning lugng ctia mot hé thay ddi thi sy thay ddi
nay khong phdi chi do tham s& ngoai bién thién ma thodi. Do dé, ta cé thé phan biét d6 bi€n thién cia
ning lugng 1am hai phan: phan thit nhi't 12 do tham s ngoai bi€n thién, d6 13 cong ma hé nhan dugc
1a =W, va phan thd nhi 13 ning lugng ma hé nhin néu tham s6 ngoai khong ddi 1a nhiét lugng Q.

Vay d6 bién thién ning luong AE clia hé c6 thé dugc viét

AE=-W +Q (Iv.4)
hay:
Q=AE+W, (IV.5)
12 d6 bi€n thién ning lugng khong do tham s6 ngoai.
Tir cong thifc trén, ta c6 thé nhan xét ring 8Q khong phdi 1a mot vi phan chinh x4c.

IV.A.2 Khai niém nhiét do

Tir dinh nghia cia nhiét do:

168
T OE’

v6i S=kInQ 1a entropi va Q 1a s6 trang thdi vi md khd di ctia hé, ta co:
B = 1 0lnQ

kT OE



Nhung vi Q 1a ham ting rit nhanh theo ning lugng: Qoc ET, v6i £ 1a s8 bac tr do ciia hé (thudng
12 rat16n vi hé vatly ta xét1a hé vi mo) nén ta suy ra riang:
B>0 = T>0, (IV.6)
téc 1a nhiét dd ludn duong.
(Tuy nhién, néu ta chi chii y d&€n bac ty do spin ma khong d€ y dén chuyén dong tinh ti€n thi ta s& c6
khdi niém nhiét 36 4m- Xem van dé IL.A)

Xét hai hé ./(BE) va . (E’) c¢6 nhiét do ban dau dic trung bdi B; va B! # B;. D€ hai hé nay tuong
tdc nhiét v6i nhau. Goi ning lugng lic diu va ldc sau cla hé . va . "1a E; ,E; va E{,E}. Xdc sult
dé hé . c6 ning lugng trong khodng Eva  E + dE dugc tinh:

P(E) = CQ(E)Q/(E)
= InP(E)=InC+1InQ(E)+InQ'(E").
Vi xdc suat P(E) phai ting trong sudt qud trinh nén:
OmOE) (., OMOTE)
JoE OE'
Vay, tit dinh nghia ctia nhiét lugng:
Q=E;-E; : Q'=Ef-Ej,
ta ¢
PiQ+piQ 20,
vatr Q+Q’' =0, ta c6 két qua
(B; —BHQ=0. (Iv.7)

Tir hé thic trén, ta suy ra k€t qua quan trong 1a néu hé .”’nhan nhiét, tic 12 Q > 0 (vi Q = E; -E;
nén khi hé nhan nhiét: E; > E;), ta phai ¢6
Bi>Pi =T, >T/ (IV.8)
titc 12 nhiét lugng dudgc truyén tir . sang . khi nhiét d6 clia.””” 16n hon nhiét do ctia hé .. Ta néi
ring hé . “néng hon” hé .. Vay khdi niém nhiét do chi ra chiéu truyén ciia nhiét luong.
DPé& do ludng nhiét d9, ta thudng diing phuong trinh traang thdi ctia khi Iy tudng. Theo quy uSc qudc
t&€, nhiét d tuyét ddi dugc chon tai di€m ba clia nudc 1a 273,16 va tinh biing dj Kelvin. Nhiét dd bach

phén (46 Celcius) dugc tinh:
0=(t-273,16)C.

IV.A.3 Khdi nié¢m entropi

Xét hé . tudng tdc nhiét va tuong tdc ¢ v6i hé .~ sao cho hé . thuc hién qud trinh chuén tinh
tir trang thdi c6 ndng lugng va tham s§ ngoai 12 E va x, dén trang thdi c6 E+dE va x, +dx . Vi sd
trang thai vi md kha di bay gid phu thudc cd E va x: Q=Q(E,x,) nén

0lnQ L 0InQ

dlnQ= dE+ ). dx,, .
a=1 a
Véi lyc suy rong X, dugc lién két t6i tham s ngoai x,, dinh nghia bdi
px,, = 2ne (IV.9)
0X o
va
g nQ (IV.10)

CE



Ta co

n
dinQ= B{dE + ZXadxa} :

a=1

Nhung vi cdng thuc hién bdi hé 1a 6W = ZXaan nén
o
dInQ = B[dE + W]=B5Q .
vi Q2 =dE + 6W Ila nhiét lugng thu bdi hé .. Vay
0Q = éd(ln Q)=TdS.

Tu dé
dS= Q ,
T
va nhu vay:
dE =6Q — 8W =TdS - 6W (Iv.11)

Chd ¥ ring, mit du 8Q khdng phai 1a mot vi phan chinh xdc ta vin c6 dS la mot vi phan chinh
xdc, vi S 1a mot tham s§ diic trung cho trang thdi clia hé:
f f 5Q
S¢ —S; =de=[?. (IV.12)

1 1

IV.A.4 Khai niém nhiét dung

Xét trang thdi vi md ctia hé vat ly khdo st dugc md ta bdi nhiét dd T va cdc tham s& vi mo khéc
dugc ky hiéu 1a y. Nhiét dung clia hé dugc dinh nghia bdi

Cy E(é—Qj = lim [S—Q) , (IV.13)
oT y AT-0 AT y

nghia 12 ta giif y khong ddi, cung cAp cho hé mot nhiét lugng rit nhd SQ va xét sy thay d6i clia nhiét
dd cta hé.
Vi 8Q=TdS nén

Cy ET[a—Sj . (Iv.14)
ar ),
Tir hé thitc tdng quat trén, ta dinh nghia nhiét dung ddng tich C, clia hé khi thé tich V giit khong
doi:
Cy = (@J = T(ﬁJ , (Iv.15)

va nhi¢t dung ddng dp C, cla hé khi git 4p sudt p clia hé khong dai:

Q) 4B
C, [aij_T(aij. (IV.16)



IV.B Cd s ctia nhiét dong luc hoc
IV.B.1 Cac nguyén ly cua nhiét dong luc hoc

Nhiic lai ring ta dd c6 hé thic thong ké giita entropi S va s6 trang thdi vi md khd di Q:
S=kInQ, Ia hé thic thi€t 1ap m&i lién hé gitta tinh vi md (dic trung bdi Q) va tinh vi mo (dic trung
bdi S) clia hé vat 1y thong qua hiing s6 Boltzmann k.

e Xét ba hé A, B va C. Khi hai hé A va B ti€p xiic nhiét va & trang th4i cin bing, ta c6 hé thitc
gitta cac nhiét do Ta va Ty clia A va B:

TA= TB.

Néu A va C ti€p xtic nhiét va & trang thdi can biing, va goi Tc 1a nhiét dd cia hé C, ta ¢6:
Ta=Tec.

Vay:
TB = Tc.

Tu nhan xét trén ta c6 thé phéat bi€u “nguyén Iy thit 0 ciia nhiét dong licc hoc”
“Khi hai hé cung cdn bdng nhiét véi mot hé thit ba thi hai hé nay cdn bdng nhiét véi nhau”
e Khi mdt hé tuong tic nhiét va tuong tic cd véi mdt hé khiac va hé thay dsi trang thai vi md thi
ning lugng E, dai lugng dic trung cho trang thai vi md clia hé, bi€n thién mot lugng
AE=-W+Q , av.1mn
trong d6, W 1a cong do hé thyc hién va Q 1a nhiét do hé nhan.
Vay, néuhé 1a ¢d 1ap: W=0va Q=0, ta c6:
AE=0
tic 1a:
AE =const.
Vay, ta ¢6 ndi dung cia nguyén ly thit nhdt ciia nhiét déong luc hoc nhu sau:
“Mét trang thdi can bang vi mo cé thé duoc ddc trung bdi mot dai lugng la ndi nding E ciia hé, cé
tinh chdt nhu sau: D6i vdi hé cé lap:
E = const
Va néu hé tuong tdc va tiv trang thdi vi mé nay chuyén sang trang thdi vi mé khdc:
AE=-W+Q
vdi W la cong ciia hé thuc hién va Q la nhiét luong thu dugc bdi he”.
Theo cdc nhan xét & phidn IV.A.3 & trén v& entropi, ta c6 thé phat bi€u nguyén Iy thit hai ciia nhiét
dong luc hoc nhu sau:
“Vdi entropi S la dai luong ddc trung cho trang thdi cdn bdng vi mé ciia hé, ta co:
> Khi hé doan nhiét (khéng tuong tdc nhiét vdi bdt ky mot hé nao khdc) thuc hién mot qud trinh
ti trang thdi vi mé nay dén trang thdi vi mo khdc, entropi ciia hé luén ting: AS>0.
> Néu hé thuc hién mot qud trinh chudn tinh vé cing bé va nhdan mot luong nhiét 8Q, dé bién
thién ciia entropi dugc tinh:

0
a5 =
T
voi T la dai lugng diugc goi la nhiét do tuyét doi ciia hé.”
e Ta bi€t ring véi f1a s6 bac tu do clia hé ¢ ning lugng E, s6 trang thdi vi mo kha di clia hé dudc

tinh: Q=E'. Vay:

InQ=flnE
g_olQ_f
O0E E’

vay:



tdc la
@<O
OE

Néu goi Eg 1a mifc ning lugng cd bin (mifc ning lugng thap nhat), thi tuong ¥ng vdi Eo, chi c6 mot
hodc mot s6 trang thdi vi md ndo d6 (n€u mifc ning lugng nay suy bi€n). C6 nghia ring néu ning
lugng E ti€n vé Eg thi Q trd nénratnhd: InQ — 0, ttcla S—> 0.

Ta cling c6
@B _opor__ 1 ar
OE OTOE kT2 OE
Theo trén: @ <0, nén ta phdi cé
OE
T, (IV.19)
OE

C6 nghia ring khi ning lugng E gidm vé mic co ban Eo, nhiét dd T clia hé gidm ri't nhanh. Tir d6
ta c6 th€ phat biéu nguyén Iy thit ba ciia nhiét ddng luc hoc:

“Khi nhiét do tuyét doi T gidm vé 0, ta c6 entropi S ciia hé gidm vé 0.

Chd y ring ta phdi than trong khi xét hé & nhiét do ra't thap, vi khi d6 cdc hiéu tng lugng tl xuit
hién rit rd, cdc spin cia hat nhan bit diu c6 dnh hudng va gid tri cda entropi cia hé khi nay 1a do sy
dinh huéng clia cdc spin hat nhdn. Vi vay, khi nay ta sé& c6 thé cho gid tri clia entropi biing So, v6i So
ddc 1ap véi moi tham s6 clia hé:

S =kInQgq, (IV.20)

trong d6, Qs 12 8 trang thdi vi mo lién quan dé&n spin clia hat nhan nguyén ti.

IV.B.2 Hé¢ thifc cd ban cta nhiét dong lu'c hoc

Vi s8 trang thdi vi mo kh3 di Q 12 ham ciia ning lugng E va clia tham s& ngoai xq: Q = Q(E, x,),

VA theo hé thic tinh Iyc suy rong: X, = ~in<2

B Oxq
Xo» Xo ,va nhiét d@d T. Cu thé 12 khi tham s6 ngoai la thé tich V ctia hé: x,=V, ta c6 cong thiic tinh
4p suat:

, nén ta s& thi€t 1ap dugc hé thic giita cdc dai lugng

_10InQ
P75 v
1a ham theo T va V: p =p(T,V).
T do, ta sé& thi€t 1ap dudc hé thic gitta p, V, va T:
f(p,T,V)=0. (Iv.22)
goi la phuong trinh trang thdi ciia hé vatly ta dang xét.

Khi hé thyc hién qud trinh chuén tinh v cling bé, ta c6 do bién thién clia ning lugng 1a
dE =6Q — W

av.z2n

V6i X =V 1a tham s ngoai:
oW =pdV,
DPong thdi, vi:
5Q = TdsS,



ta c6 ngay hé thiic co bdn ciia nhiét dong luc hoc:

(Iv.23)
dE =TdS — pdV .
Mit pv c tinh @0 bi€n thién cia ham:
E =E(S,V)
theo hai bi€n doc lap Sva V 1a
dE = (a_Ej as+ (@_Ej av
oS )y AN
Nhu vay:
E
Tz(a—) , Va pz—(a—Ej .
oS )y oV )g
II1.B.3 Cac ham nhiét dong luc
e Ta xét trudng hgp khi (S,p) 1a hai bi€n doc lap. Vi
d(pV)=pdV + Vdp,
nén
dE=TdS -d(pV)+ Vdp
=d(E+pV)=TdS + Vdp.
Ta @it
H=E+pV (Iv.24)

1a entalpi cia hé. Nhu viy
dH =TdS + Vdp.

Mit khic, vi H = H(S,p), nén

dH:(a—Hj dS+[6—H] dp.
os ), op )

T:(a—Hj , va Vz(a—HJ .
oS . op g

e Bay gid ta xét trudng hop (T,V) la cdc bi€n doc 1ap. Vi
d(TS)=TdS +SdT,

dE = d(TS) - SdT — pdV
— d(E—TS) = —SdT — pdV .
Néu ta dit

F=E-TS (IV.25)

1a ndang lugng tu do clia hé, ta cé
d(F) = —SdT - pdV .
Nhung vi F 12 ham theo cédc bién (T,V):

sz(@_Fj du[@_Fj av,
oT )y oV )y

nén ta co:



[5), 2 {)

S=— — ,vap=——| .

aT )y v )r

e Cudi ciing, ta xét trudng hop cdc bién doc 1ap 1a (T,p):
dE = TdS — pdV = d(TS) - SdT — d(pV) + Vdp .
=d(E-TS+pV)=-SdT + Vdp.

Vé6i ndng lugng tu do Gibbs dudc dinh nghia la:

G=E-TS+pV | ° (IV.26)

ta co
dG =-SdT + Vdp.
Va vi G = G(T,p), ta suy ra dugc

S:—(@j , va Vz—(a—GJ .
ar ), op )t

IV.B.4 Cic hé so nhiét

Néu ta dinh nghia hé 56 nd thé tich ding dp:

a=t (a_v} , (IV.27)
vier),
va hé s6 nén ddng nhiét
o _L(a_\’) , (IV.28)
V\ op T

ta c6 thé chirng minh dugc biéu thic lién hé gilta nhiét dung ding d4p C, va nhiét dung ding tich Cy
nhu sau:
2

C,-Cy :VT% . (IV.29)

IV.C Khao sat nhiét dong luc hé khi li tuéng cd dién
IV.C.1 Khai niém

Khi i twdng 12 hé gdm N phan tir ddng nhat, ddc lap (tic 13 thé ning tuong tdc giita cdc phan tif 1a
khong ding k& so v6i tdng ning lugng clia chuyén dong tinh ti€n va ndi ning ciia mdi phan t). Khi
hé khi nay dugc khdo st bdi co hoc thdng ké cd dién, ta c6 hé khi li tudng cd dién (hay con dugc goi
12 hé khi 1i twdng khong suy bién). Ta sé khdo sit cdc khi 1 tudng lugng tif trong cdc chuong cudi. Chd
¥ ring cdc phan tif nay c6 thé 1a don nguyén i (trudng hdp cac khi hi€m nhu He, Ne, Ar, ...) hoic hai
nguyén ti (trudng hgp cdc khi Hp, No, HCI, ...), hodc ba nguyén t& (trudng hgp cdc khi CO,, HyO, ...),

N&u céc phan tf 13 da nguyén t&¥, ndi ning ctia mdi phan t¥ phii gdm ning lugng chuyén dong
quay va ning lugng chuyén dong dao dong.

D& cdc phin tir c6 thé xem 13 ddc 1ap nhau, khodng cich trung binh giita cdc phan ti phai dd 16n,
tirc 1a hé khi phéi di loang.



IV.C.2 Khio sit thong ké cd dién

Trong phép tinh gin ding c6 dién, s6 trang thdi vi m6é kha di Q(E) d€ hé c6 ning lugng trong
khodng (E, E+dE) sé& ti 1& v&i thé tich pha trong khong gian pha tudng @ng v6i ning lugng trong
khoéng (E, E+dE):

E+dE
Q(E)ec  [dfydr,...dTy.dQ;dQ;...dQy .dP;dP,...dPy
E

trong d6, dQ;, dP; 1a cdc do bi€n thién clia toa dd va clia dong lugng tuong ng vdi chuyén dong ndi
phan t& khi phan t& khong phdi la don nguyén ti.

Vi ta cé:
[di =V
12 thé tich cta binh chita khi nén
Q(E) e VNo(E),
véi:

E+dE
o(E)=[dp,dp,...dpy.dQ,dQ,...dQy .dPdP,..dPy
E

ddc 1ap ddi véi thé tich V.
Vay:
INQ(E)=NInV+Ine(E)+InC ,
v6i C 1a hiing s6 ti 1€.
Tir cong thifc tinh 4p suat p lién k&t v6i tham s& ngoai la thé tich V:
10InQ
pP=
B ov

>

ta co

Ta suy ra phuong trinh trang thdi ctia khi li tuong:
pV =NKT

(IV.30a)

D6i v6i mdt mol khi 1i twdng, N = N 12 hiing s6 Avogadro, ta c6:
pV =N kT

V_RT (IV.30b)

trong do, R 1a hdng sé chdt khi, dudc tinh:
R=8,31J/K.

Ta ciing c6 thé vi€t phuong trinh trang thdi dudi dang:
pV=nRT,
vdin 1a s6 mol khi ctia hé.



IV.C.3 Cic dinh luat thyc nghiém cua khi li tuéng

Tir phuong trinh trang thdi trén, ta ¢6 thé tim lai dudc cdc dinh luat xdy dung tir thuc nghiém doi
vGi nhitng khi thyc dd loang:
e Dinh ludt Boyle-Mariotte: O nhiét do khong ddi, tich s§ giita 4p sudt va thé tich 1a hing s3: pV =
const.
e Dinh ludt Gay-Lussac: O 4p suit khong di, th€ tich chi€m bdi mot khéi khi nhat dinh ti 1& thun
v6i nhiét d6: V oc T.
e Dinh ludt Charles: O thé tich khong ddi, 4p sudt clia mot khdi khi  1& thuan véi nhiét do: p o« T.
e Dinh ludt Dalton: Xét mot hdn hop gém hai chat khi 1i tudngtrong mdt thé tich V, & nhiét do T.
Ta c6 thé viét cho mdi chat khi:
pV=mRT va p,V=n,RT.
Khi tuong tic giita cac phan tif c6 thé bé qua, hdn hgp khi cling tao nén mot hé khi li tudng nén
pV=(n; +n2)RT.
Tu doé
RT _p_Py _Pi+Py_ D

V.o M M mpng

Vay:
pP=Pp; +P2.
Tiic 1a 4p sudt ciia mbi hdn hgp khi 13 tdng clia cdc 4p suat riéng phin.
IV.C.4 No6iniang cua khi 1y tudng
0lnQ

Theo cdng thitc (IV.26): O(E) = CVN(p(E), va tir cong thdc: = ,tacd
Olnop(E)
=—r 7, 1V.31
p E ( )
Ticla B 1a ham chi cia nang lugng E:
B=P(E) (IV.32)
hodc ngugc lai, ta ¢6 ning lugng E 1a ham cda nhiét do T:
E=E(T). (Iv.33)

Pé c6 bi€u thitc rd hon vé sy phu thudc cia ning lugng E ddi v6i nhiét @6 T cda hé, ta nhd lai
riang trong chuong I, ta di thi€t 1ap bi€u thic (1.7b) cho khi 1i tudng don nguyén t& (khong tinh dén
chuyén dong ndi phan ti).

Q(E)=AVNEN?2,

Khi nay

_0lnQ 3N 1

b OE 2 E’

hay
E= % NKT . (IV.34)
Ta c6 thé lién hé d&n dinh 1i phan bs déu d€ tim lai bi€u thic trén, vi mdi phan tif c¢6 ba bac ty do
clia chuyé&n ddng tinh ti€n nén ning lugng trung binh phai bing %kT. Va vi hé ¢6 N phan t nén ta

tim lai dudc hé thic trén.



D6i véi khi 1i twdng néi chung, ta co:
E = oNkT, (IV.35)

2yt 3 A Z° z 17 2 A ?, N 5 A 2y z . A 2
véi a = 5 doi v6i khi 1i tudng don nguyén tu, va o = 5 doi v6i khi hai nguyén tu.

Khi nay, ta c6 thé chitng minh hé thic giita nhiét dung déng d4p C, va nhiét dung déng tich Cy (hé
thitc Robert-Mayer):
C, -Cy =Nk (IV.36a)

hoic doi v6i mot mol khi:
C,-Cy =R, (TV.36b)
chitng t6 ridng hiéu s6 ctia C, va Cy 1a doc 1ap ddi véi nhiét do T.
Hé thiic Robert-Mayer & trén 13 trudng hop cu thé ciia khi 1i tudng clia trudng hgp tdng quat hon
ma ta da thdy (cong thic (IV.25)).

IV.D Ly thuyé&t dong hoc chat khi

Trong phan nay clia chudng, ta s& khdo sit su phan b van téc clia cdc phin ti ctia mdt hé khi 1i
tudng cd dién & trang thai cn bing.

Nén biét ring tif nim 1860, v6i cdc nhin xét tdng quat vé tinh d6i xtiing, Maxwell dd kham phd ra
dinh luat phian b6 van td¢ cla cdc phan t& khi li tudng & trang thdi cAn bing. P&n nam 1872,
Boltzmann da dit gid thi€t riing cdc tdn xa cla cdc phan tif khong dnh hudng dén sy phan bd can bing
va da chitng minh dudc dinh luat trén. O day, ta khdo st sy phdn bd van tdc nay nhu mot két qua truc
ti€p ctia phan bd chinh tic.

Ciing can hi€u riing dinh luit nay c6 thé 4p dung cho tit cd cdc luu chit c6 dién, khi thuc hay 12
chat 18ng.

IV.D.1 Phan bd Gauss clia van tdc

Xét mot luu chit gdm N phin tit ddng nhi't c6 khdi lugng m, chi€m thé tich V va cin biing nhiét
véi modt hé diéu nhiét c6 nhiét d6 T. Gia st ring chuyén dong ctia cac phin tif ca hé c6 thé dugc mo
ta bdi cd hoc ¢d dién.

Khi d6, mdi trang thdi vi md cta hé dugc dic trung bdi céc vi tri T, va cdc van toc V; cla cdc
phan t&. Nang lugng ctia hé dugc tinh

N1
E(fl ,fz ,...,fN ,Vl ,{;2 ,...,{;N ) = Z—m\71 + U(i:l ,fz ,...,fN ) . (IV37)

i=1
trong d6 U(;,T,,...,Ty ) 12 th€ ning tuong téc gilta cdc hat (va cling 1a vé6i trudng lyc ngoai).

Trong khdng gian pha 6N chiéu, phan bd chinh tic cho ta tinh x4dc suit tim thi'y hé & trong mot thé
tich pha nguyén t& quanh di€m pha bi€u dién trang thdi trén 13
N1
dP(T,, Ty s V12 Vg Vi ) = Aexp[-BY —mV7 +
(T, Ty INL VL V) N) pl Bg,z i IV 38)
LU, Ty Ty )]y . diy 09,0707

LAYy tich phan bi€u thic trén theo tit ¢4 cdc gid tri clia T cda N phan tf, ta tinh dugc xdc suat dé

cdc phan tif c6 van tdc trong khodng (T, T, +d7, ) 1a

N
dP(V{,V5,....,VN) = Bexp{— BZ%mV%}dVldﬁz...dVN . (IV.39)

i=1



Lai 14y tich phan theo van tSc clia tit cd cdc phan tif trir phan i ta xét, ta c6 xdc sudt d€ phan tir
nay c6 van toc trong khodng (V;,V; + dv;):

=2
dP(¥) = Cexp{— B m; ] :

Hiing s& C dugc tinh tir diéu kién chuin héa:

(mp 32
c_[aj .

m 32 mv 2
V)= 2 LA V.4
4PE) (kaj eXp{ ZkT} (Iv.40)

Vay, s6 phan tf dN(V) cta hé c¢6 van tdc trong khodng (V. , v + dv; ) dudc tinh:
dN (V) = NdP (¥)

32 m(vZ +v2 +v2
ING) =N -2 | exp - (Vi +vy +v7) dvydvydv,| AVAD
27kT 2KT

Cong thitc trén biéu thi dinh ludt phdn b6 Maxwell clia vén toc.
S6 phan tr dN(v,) cda hé c6 thanh phian clia van toc theo truc Ox & trong khodng
(Vy,Vy +dvy ) c6 duge bing cdch tich phan bi€u thic (IV.41) theo vy va v,

2
m mv
dN(v,)=N exp| — X \dv V.42
(V) kT p[ kT J x IV .42)
Y P AN(Vy) o0 < )
budng bi€u di€n cua ham: ¢ (v, )=-——- 12 m0t phdn b6 Gauss do1 xing quanh v, =0.Ta c6

X

cac k&t qua sau cho gid tri trung binh v, va d0 thing gidng 6 =+/(Av, )2 :
v, =0 (IV.43a)

c=1(Av,)> =\/§=\/E. (IV.43b)
m

Chii ¥ ring k&t qua (IV.43b) & trén hoan toan phit hgp véi dinh li phdn b déu cho ning lugng:

Eq. = %mvi _ %kT , (IV.44)

Trén hinh v&, ta c6 dudng biéu dién clia ¢, (x) cho khi O, & 100 K va 400 K.

lw(u,]x 10 (tm™'.s)

v, (m.s™")



IV.D.2 Phan bd thong ké ctia dd 16n clia van toc

Tit phuong trinh (IV.41), ta c6 thé vi€t trong toa d6 cAu clia van tdc:

3/2 2
dN(F) = N(Lj exp[— my }VZ sin Odvdode .

2nkT 2kT

Khi 14y tich phan theo tit ¢4 moi phuong: 0 € (0, n ), va @ € (0, 7 ), ta ¢c6 dugc ham phan bd
dN(v) phin tif ¢6 do 16n van téc trong khodng (v, v+dv):

3/2 2

dN(v) = N(lj dnv? expl - gy (IV.45)
2nkT 2kT

dN(v)

Trén hinh vé, ta ¢c6 dudng biéu dién clia ham @, (v) = . D6 1a ham phan bd Maxwell cho

khi O, & cdc nhiét @ 100K va 400K. Ta c6 thé ki€m ching riing dudng bi€u dién dat gid tri cuc dai

bing V8m/kT khi d6 16n cla van toc c6 gid tri v, = JE )
e m

Ta ciing tinh dudc céc gid tri trung binh ctia v va ctia v*:

VoL [vdN(v) =2, / 2kT : (IV.462)
N 0 mm

— 17 3kT

2 2
vi=—|v dN(v)=— . IV.47b
N { (V)==— ( )
So sédnh (IV.47b) véi (IV.43b), ta nhan xét ring
v2= 3V§ .

Diéu nay hoan toan duong nhién, vi ta c6:

22 2 2
Vi=vi vy vy,

va ti't cd cdc phudng clia khdng gian déu tuong dudng nhau (ding huéng).

0 l?w — I — l(.IIJ vim.s™")
H.IV.2

e Cic két qua 1y thuyét trén clia phian bd Maxwell da dudc d6i chitng véi thyc nghiém, ching han
bing phuong phap do bé rong Doppler clia vach quang phd phat xa bdi cdc phan tif cia mot chat khi
(vi mdi phan tif ludn chuyén dong nén khi phan tif phat ra vach quang phd c6 tan sd vy, ta lai quan sit
dugc vach phd c6 tan s6 v do hiéu ting Doppler— Xem lai cdc gido trinh co hoc dai cuong).



BAITAP

BT IV.1 Chdng minh ring khi mot hé . twong tac nhiét va tuong tdc cd v6i mot hé ¥’ sao cho chi c6 thé tich
V clia hé . thay ddi, ta s& c6 cong thifc tinh d§ bién thién cia ning lugng
dE =TdS - pdV .
2

[0
BT IV.2 1) Hiay chi'ng minh hé thic (IV.29): Cp -Cy=VT—.
K

2) Hay ching minh hé thic Robert-Mayer (IV.36a):
Cp -Cy =Nk
cho hé khi 1i tudng.
BT IV.3 Hay chiing minh hé thdc sau cho hé nhiét dong luc (p, V, T):

-

BT IV.4 Xét hé khi I tudng c6 ndi ning: E = aNKT . Chitng minh ring :
_ Cp _a +1
Cy a

v dudgc goi la hé s& Poisson.

Y

BT IV.5 Xét mot khoi khdng khi c6 khdi lugng 10 kg duge xem nhu khi 1 twéng hai nguyén ti, thuc hién mot
qud trinh nhiét dong hoc khi nhan mot nhiét lugng biing 10 kJ va cung cAp mot cong bing 8 kJ. Pong
thdi, trong khi thuc hién mot qué trinh, van téc cda khdi khi nay thay ddi tir 5 m/s d&€n 15 m/s.
Hiy tinh do bi€n thién nhiét do ctia khdi khi.

BT IV.6 Mot khdi khi li tudng don nguyén tit dugc giit & 4p sudt bing 1,2 bar va & nhiét do 300K trong mot
binh chia hinh tru c¢6 thé tich ban ddu 1a : V;=1 ¢, nhd mot khdi lugng M dit trén mot piston c6 khdi
lugng m = 1 kg. Piston ¢6 d cao ban dau 1a h; = 50 cm. Khi 14y M di, kh&i khi gidn nd theo mot qué
trinh chuén tinh cho dén khi 4p sudt va thé tich & trang thai cAn bing 1in lugt 1a p; va V. Biét riing 4p
sudt py = 1 bar Ia 4p suat khi quyén.

1) Hay tinh khdi lugng M va dp sudt p; & trang thai cudi.
2) Tinh cdc ti 6 Vi/V; va T¢/T;. Ty va T; 1a nhiét do Idc sau va nhiét do lic diu cta khoi khi.
Suy ra cong nhin dugc bdi hé khi.



VAN PE IV.A

Khao st nhiét dong luc ciia mot ngdi sao
Qua trinh co rit hap din (gravitational contraction).

Luyc hap din 1a nguyén nhan clia sy co rit cla mdt ngdi sao. Sau diy, ta s& khdo sit sy bi€n thién clia
kh&i lugng riéng, 4p suit, va nhiét 46 ctia ngdi sao trong qud trinh co riit nay. Ta gid st qud trinh 12 chu&n tinh.
Goi A(t) 1a thira s6 co rit dudc dinh nghia bdi:
R(t)=RoA(1),
v6i Ry 1a ban kinh tai thdi diém t = 0, va R 12 ban kinh tai thdi di€m t.

. r N 2 e 4 g A 2 < , . 9 A " A o A
Goi u= E l1a khoang cach rit gon dén tdm, vdir 1a ban kinh cua ngdi sao. Khoi lugng ri€éng cua ngdi

sao tai thoi di€ém t dudc tinh:

M
4nR
va tai thoi di€m ban dau:
3M
p(0, ) =——f(u).
47'CRO

Goi hiing s6 van vat hap dinla G.

1) Tinh p(t,u) theo p(0,u) va A(t).

2) St dung sy can bing clia 4p sudt va luc clia trudng hap din, tir dinh 1i Gauss-Ostrogradski, hay viét
biéu thic clia d4p sua't p(t,u) theo p(0,u) va A(t). Gid sk ring 4p suat hoan toan 1a do Iyc hap dan.

3) Tinh nhiét d6 T(t,u) theo T(0,u) va A(t). Gia s ring ngodi sao dugc tao bdi mot chit khi ma ta
xem nhu 12 khi 1i tudng.

VAN PE IV.B

Chu trinh Carnot vdi tic nhin 1a khi Iy tudng (KLT). Biéu thifc clia entropi nhiét dong luc va nguyén
1y I cia NDLH N

Mot dong co nhiét (1a mdy bi€n nhiét thanh cong) ma tdc nhan la
KLT, thuc hién chu trinh Carnot (12341) giita mdt ngudn néng (nhiét
do T;) va mot ngudn lanh (nhiét d T, <T;), gdm hai qud trinh
ding nhiét thuan nghich (1,2) va (3, 4) va hai qué trinh doan nhiét
thuan

nghich (2, 3) va (4, 1). Chu H.IV.3 (T») : s 3 vV
trinh nay dugc trinh bay trén d6 thi (V, p) nhu hinh vé. —>

. . Ql + Qz . Vl V2 V3 N
Hiéu sudt clia dong co duge dinh nghia: n=———= vdi Qq: nhiét lugng ma tdc nhin nhin vao tir ngudn

1
néng va Q,: nhiét lugng ma tdc nhan nha cho ngudn lanh (vay theo qui uéc, Q; <0 va Q, >0).
1/ Xét hai qué trinh (1, 2) va (3, 4). Ding phuong trinh trang thdi cia KLT va biéu thic clia cong
nguyén t& 8W = -pdV dé chiing minh ring:

Ql = Nle ln% va Q2 = NkT2 ln%,

1 3



v6i N 12 s& phan ti khi va k 12 hiing s6 Boltzmann. Suy ra bi€u thitc cda 1 theo Ty, T, va cdc thé tich Vy,
Vs, V3 va V4. Nhan xét vé gid tri clia 1.

2/ Biét ring ndi ning U ctia KLT chi phu thudc theo nhiét do T theo hé thic U = aNKT (*) véi « 1a
mdt tham s phu thudc vao tinh chit clia phan t& khi, ching td ring nhi¢t dung ding tich C, va nhiét dung
ding 4dp Cp ciia KLT 1a khong phu thuéc vao nhiét dd. Tim lai hé thiic Robert-Mayer: Cp -C, =Nk va

C 1

cong thic ctia hé s§ Poisson: y = L .

v o
3/ Biing cdch so sdnh do bi€n thién nguyén td clia ndi ning dU tinh theo hé thic (*) va theo nguyén 1y 1

ctia NPLH: dU =8Q — pdV, hiay chiing minh riing trong mdt qui trinh doan nhiét, VT* = const. Tir d6,

chiing t6 12 hiéu sudt 1 clia chu trinh Carnot 1a chi phy thudc vao nhiét do Ty, T, cta hai ngudn nhiét. Suy ra

ring: Q + Q =0.

1 TZ

4/ Xét mdt chu trinh thu@n nghich bat ky. Bing cdch phin chu trinh nay ra 1am vd s& nhitng chu trinh

. b 2o
Carnot thuin nghich, chitng minh rang §TQ =0. Suy ra 1a tich phin dudng ITQ khong phu thudc vao dang
A

. ) N .
clia dudng 14y tich phan. Nhu vay, TQ phdi 12 vi phin toan phian cia mdt ham s6. 6 1a ham nhiét ddng luc

nao? Xét mot qud trinh ba't thuan nghich dé ridt ra bi€u thic vi phan cda nguyén ly I cia NDLH.

VAN PE 1V.C

Pinh thiic Jacobien. Hé thitc Robert-Mayer
trong trudng hgp tdng quat

I/ Pinh thitc Jacobien. Gia st u(x, y) va v(x, y) 1a cdc ham kha vi trong mot viing. Jacobien clda u va v

ddi v6i x, y 1a dinh thitc ham bac hai dugc dinh nghia bdi:
L)
o(u,v) |0x
ax.y) |ov
Ox

22 22

Hay chitng thuc nhitng biéu thifc sau:
ov,u) _ 0(u,v)
ax,y)  0(x,y)
(u,y) _ [ ou j
ax,y) \ox),
O(u,v) _ 0(u,v) O(t,s)
ax,y) d(t,s) d(x,y)

1I/ Ung dung trong phép tinh vi phan cdc ham nhiét dong luc
1/ Tir biéu thitc vi phan clia thé nhiét dong Gibbs: d® = Vdp — SdT, hay ching minh:

(&=,




2/ Tit cdc cong thite dinh nghia nhiét dung ding tich Cy va nhiét dung déng 4p C,,, hdy dung céc tinh
chat clia Jacobien dé tinh Cy theo C, va cdc bi€u thic vi phan ctia S va V theo cdc bién sd doc 1ap (T, p). Suy
ra cong thic tinh Cy khi da biét C,,.

Tim lai hé thifc Robert-Mayer d6i véi khi 1y tuéng.

3/ a/ Biét riing trong qué trinh chuén tinh, entropi cia hé nhiét dong 1a khong d6i, tir bi€ thic vi phan
ctia niang lugng tu do Helmholtz dF, hiy chi'ng minh:

ORE
vV ) \aT )y’

6‘_T) __ T (@j
V) Cy \aT )y’

b/ Tim lai hé thic:
G_VJ _C_v(a_V]
p S Cp p T’

ov )
trong do, [—j 1a d nén trong qué trinh chuin tinh.
S

Tim lai hé thuc:

VAN PE IV.D

Su ti€n héa ctia mdt ngdi sao

Trong van dé nay, ta s& khdo st sy hinh thanh clia mdt ngdi sao. Gid st ring ngdi sao dugc tao bdi mot
chat khi gom N nguyén t hidrd c¢6 khdi lugng my. Cic diéu kién vé nhiét @6 va 4p suit 1am cho hidrd chi ton
tai dudi dang nguyén tlf hodc ion ma khong tao thanh phan tit. Ngoi sao c6 th€ ning hap dan la E (R,) phu

thudc ban kinh Rq clia ngdi sao:
2
Ep(RO)z—éG M=
5 Ry
v6i G 12 hiing s6 hdp din va M 1a khoi lugng clia ngdi sao: M = Nmy .
A/ Dung dinh li virial &€ tinh dong ning trung binh clia cdc nguyén tif trong sao nay. Gia st riing chit
khi dudc xem nhur 1a khi i tudng gdm nhitng nguyén tif trung hoa vé dién. Suy ra nhiét do ctia khdi khi.
B/ Khi dong ning trong chit khi dat d€n mot gi tri nao d6, cdc va cham gilta cdc nguyén tir gdy ra sy
ion héa cdc nguyén ti hidrd va ngdi sao dan dan trd thanh mdt khdi khi gdm nhitng hat mang dién (proton va
electron) ma ta goi 12 plasma. P& don gidn vin dé, ta chip nhin ring hién tugng trén bit ddu xdy ra khi dong

< .1
ndng trung binh cia moi nguyén t bang 5 niang lugng ion héa nguyén ti hidré: E; =13,6eV .

1/ Hay tinh nhiét d6 phan héa tuong tng. Suy ra ban kinh tdi han R, clia ngdi sao (§ dudi gidi han R,
nay, plasma bit diu hinh thanh). Tinh R, trong trudng hgp ngdi sao nay 1a Mt Trai (M = 2.10" kg).

2/ Gia st ring ngay khi khSi plasma dd hoan toan bi ion héa, ta vin c6 thé xem khdi khi nay 1a khi Ii
tudng. Hay tinh nhié€t @6 T’ cia hé theo bdn kinh R,.

3/ Bi€t ring khi nhiét do ctia khoi khi nhd hon nhiét do t6i han T. = 2.10°K, cdc phan @ng nhiét hat
nhin giita cdc proton dudc phdt sinh trong plasma. Hay tinh bdn kinh t6i han R, tudng ng ctia ngdi sao. Tinh
gid tri s6 néu M =2.10" kg.

Bi€t ring ban kinh ctia Mit Trdi 1a Ry = 0,7.10° m. Hiy chitng minh riing cdc phép tinh & trén tuy ring
don gidn nhung ciing cho ta hi€u dugc lam thé nio ngdi sao nay phat sang.



Chuong V

, PHAN BO CHiNH TAC LON.
CAC THONG KE LUMG T

V.A Phan bd chinh tic 16n

V.B Phin bé chinh tic 16n § giGi han nhiét dong luc

V.C Hé hat dong nhat, doc lap, va khong phan biét dugc
V.D Céc phan bd lugng ti

V.A Phan bé chinh tic 16n
V.A.1 Khainiém hé trit hat

Xét mot hé . gdm nhitng hat ddng nha't va 12 hé md, nghia 1a c6 thé trao d6i ty do cac hat vdi mot
hé rdt 16n ® gdm nhitng hat giong nhu nhitng hat ciu tao nén .. T4t ca cdc hat déu khong phan biét
dudc (tirc 1a n€u mot hat clia hé . dugc thay th€ bing mot hat clia hé ® thi trang thi clia ./ khong
thay déi).

Chii y riing sy trao ddi hat giita hai hé . va R ciing 12 qua trinh trao ddi ning ludng vi mdi hat déu
mang theo dong niing va thé& niing, trong khi thé niing nay lai phu thudc s6 hat.

Ta xét hé tdng hdp ./ UR ¢d 1ap & trang thai can bing, c6 ning lugng 1a E. va c6 so hat tdng cong
12 Ni.. Goi E, N 12 niing lugng va s6 hat clia hé ./, va Eg, Ng 12 ning lugng va s6 hat ciia hé R.

Gia st tuong tac giita hai hé . va R dd y&u d€ ta c6

E.=E+Eg,
Ni{ =N+ Nyg ,
véi
E<<Egx,va N<<Ngy.

Tttc 1a khi trao d6i hat (va ning lugng), trang thdi vi mo cla hé .7 thay ddi ddng ké trong khi trang
thai cia hé ® hiu nhu khdng thay d6i.

Vay, entropi S}, thay d6i theo cdc bién E va N.

Né&u nhiét do vi chinh tdc T; va th€ héa hoc vi chinh tic uy cia R doc 1ap doi v6i E va N, ta goi
R 13 hé trit hat (va ddng thi 1a hé didu nhiét) Khi d6, ta n6i riing . & trang thdi phan b6 chinh tdc
Ion. Tap hop thong ké clia.¥” dugc goi la tdp hop chinh tdc lon.

Khi hé .YUR § trang thdi cAn bing, ta dinh nghia nhiét dé chinh tdc I6n T clha.” va thé héa hoc
chinh tdc lon p clia . 1a

T=Tg , (V.2a)
H=HR- (V.2b)

Khi nay, nhiét do T va th&€ héa hoc p clia . duge an dinh bdi cdc giad tri T, va p; cla R nén T va
u 1a cdc tham s6 ngoai, trong khi ning lugng E va s& hat N ciia.¥ 1 bié€n s& noi.

(So sdnh v4i phan bd vi chinh tic, E, N, V, ... 12 c4dc tham s6 ngoai, vd & phan bd chinh tic, cic
tham s6 ngoaila T, N, V, ... va bi€n s6 ndi 1a E).



V.A.2 Thira s& Boltzmann

Goi P, la xdc suit dé hé . & trang thdi vi mo ( /), c6 ning luong 1a E, va s6 hat1a N,. Khi nay,
hé R phdi c6 ning lugng: E; =E,, —E, vac6sd hat: N =N, —N,.

Vi hé tdng hdp ./ UR ¢6 1ap & trang thdi cAn bing nén ta c6 thé 4p dung tién dé co ban clia cd hoc
thong ké cho hé nay.

N&u goi Qg (Eg,Ng)=Qr(E,,—E,,N,,—N,) 1a s0 trang thdi vi m6 khd di clia ® tudng dng
v6i trang thai (/) clia ., ta ¢6 xédc sudt d€ . & trang thdi (/) 1a
_Qr(E —E/, Ny —Ny)

Q

P, —COR(E. —E,;,N,-N,), (V.3)

tc

P 1 N N ~ 2. . A 2 A R
v6i C=——=const, vi ;. 1a s0 trang thdi vi m6 cua ./UR khdng doi.
tc

Nhung vi

. Sk
SR :kanR = QR :eXp{TRJ,

nén
|
P, zc'exp|:ESR(Etc —Er, Ny _NR):| : (V.4)
Ta dung cong thic khai trién Taylor ctia ham hai bi€n S}, quanh diém (E_,N_):
Sr(Eie =ERr N =Ng)=Sg (B, N )-E,— -

OEg
Etc’Ntc

o8t

/
aNR Etc’Ntc

(Ta bd qua cdc sd hang ti€p theo do gid thi€t phan bd chinh tic 16n).
Nhung vi theo dinh nghia nhiét do va th& héa hoc chinh tic 16n T va p (theo (IV.2a va b)):

Sg 1 1
Er T T
SR _ MR _ n

b

ONR Tr T

N
M

T
Vi S} (E,,N,) = const, nén cong thic (V.4) dugc viét:

P, =C'exp —&+M—N‘ ,
) T T

* * E
SR(Etc _EZ>Ntc _NZ)ZSR(Ethtc)_TZ

v6i C’ = const.
Vay, ta c6 thé dit

p, = Lo BEAN) |, (V.5)




T =3 PEN)

< : (V.6)

do diéu kién chuin héa ctia P,.
Khi nay, P, 1a xdc suit ciia phan b3 chinh tic 16n, Z 1a ham tng thdng ké lon, va e PECING 13
thita s& Boltzmann trong phan b chinh tic 16n.
V.A.3 Phin bd thong ké clia mot bién sd noi
Goi y 12 mot bi€n s6 ndi cia hé, y, 1a gid tri twong Gng v4i trang thai (/) cia hé. Phan b thdng
ké chinh tic 16n clia bi€n s6 nay dudc tinh bdi:
1
P(y) == > exp[-B(E, —uN, )] V.7)
4 (0
Khi hé c6 kich thuéc vi md va cic dai lugng ning lugng E, s6 hat N, v y ¢6 thé duge xem nhu
bi€n thién lién tuc. SO trang thdi vi md kha di c6 ning lugng trong khodng (E, E+dE), c6 sd hat trong
khodng (N, N+dN), va c6 bi€n s& ndi trong khodng (y, y+dy) 1a
p(E,N,y)dEdNdy, (V.8)
v6i p(E,N,y) 1a mat do trang thai.

Xd4c sudt nguyén t& dé hé c6 bién s6 ndi c¢6 gid tri trong khodng (y, y+dy) 1a
1
dP(y) = 2 exp[-B(E —kN)}p(E, N, y)dEdNdy.  (V.9)

DPong thdi, né€u goi W(y) 1a mat dd x4c suit, ta cé
dP(y) = W(y)dy .

Viay:
1 ~+00 +00
W) == [ dN [p(E.N,y)exp[B(E—uy)IdE (V.10)
0 Eg

(Eo 1a mtic nang lugng & trang thdi co ban).
Nhu vy, ham tdng thdng ké 16n dugc tinh bdi cong thiic sau:

~+00 +00
Z = | dN [p(E,N)exp[-B(E —uN)HE (V.11)
0 Eo
V.A.4 C4c dai lugng diic trung clia phan bd chinh tic 16n
e Tuong tu nhu dinh nghia clia ning lugng tu do F tit ham tdng thong k& 4 , ta dinh nghia thé lén ]
nhu sau:

J=—kTIn4 ) (V.12)

Ta c6 thé chiing minh dugc 13 th€ 16n J 1a dai lugng cdng tinh.
e Tir cong thiic tdng quat tinh gid tri trung binh ctia s8 hat

ﬁ:szP[

ta tinh dudc trong phan bo chinh tic 16n:



o
N = z(%Nf exp[-B(E, —pN, )] .

Nhung theo cong thitc (V.6) dinh nghia Z , ta dé thiy ring

Nzéi(lnl)z—g . (V.13)

ou ou

e Ta ciing tinh dugc gid tri trung binh cla ning lugng E
theo cong thic

— 97
E—pN——a—B(an). (V.14)

e Tir cong thitc dinh nghia tdng quit clia entropi thdng ké: S = k> P, InP,, ta c6 thé chitng minh
()
dudc v6i phan bo chinh tic 16n:

l — —
S=¥(E—MN—J)

hoédc du6i dang thong dung hon:

J=E-uN-TS (V.15)
e Tir cong thiic dinh nghia cda th€ 16n (V.12): J = —kTInZ , ta c6 thé tim lai cong thic:
g—_
aT (V.16)

e Ap sudt chinh tic 16n ciing dudc dinh nghia theo th&
16n J tuong ng v4i tham s6 ngoai V nhu sau:
oJ

=-— V.17
P="7%y (V.17)

V.B Phan b6 chinh tic 16n & gidi han nhiét ddng luc
Trong chuong III, ta da thdy & gidi han nhiét dong luc,

tiec 1a hé vi mo c¢6 kich thude di 16n, phan bd vi chinh tic twong

duong véi phan bo chinh tic 16n; khi d6, cdc thing gidng thong

ké 1a khong dang ké.

Ciing tudng ty nhu vay, ta c6 thé chitng minh ring ddi véi hé nhiét dong lyc, tifc 1a hé c6 kich
thudc di 16n d€ cic thing gidng thong ké cla s6 hat 12 khong ddng k€ ddi v6i gid tri cdi nhién nhit
No, clia s& hat, ta ¢6 thé xem nhu s6 hat cia hé chi c6 mot gid tri duy nhat 13 N,

Khi dé, céc gid tri clia cdc dai lugng chinh tic 16n 1a s& hat, ning ludng, entropi, 4p suit, va cla
mot bi€n s6 ndi ndo do sé trung vdi cdc gid tri clia phan bd chinh tic, va ta s& goi cdc dai lugng nay la
céc dai lugng nhiét dong lyc.

Tém lai, ddi v6i mot hé nhiét dong luc & trang thdi cAn bing, mdi dai lugng chi c6 mot gid tri duy
nhat, di 12 hé cd 1ap, cAn bing v6i mot hé diéu nhiét hay cin bing véi mot hé trit hat (vA ning
ludng): ba phuong phdp mé td hé nhiét dong luc: vi chinh tdc, chinh tdc, va chinh tdc I6n la hoan toan
tuong duong.




V.C Biéu dién sé chi€m déng
V.C.1 Ham tong thdng ké 16n

Ta xét hé & trang thdi vi mo (/), c6 ning lugng E, va sd hat N,. Mdi hat clia h¢ c6 thé & trang
thdi riéng 1& (L), c6 ning lugng &;,. Mdi trang thdi (¢) cda hé nhu vay dudc dic trung bdi tap hdp céc
trang thai (A) .

() & (AMrAsnhy) s
vGi A chira trang thdi riéng 1é cia hat thi i.

Ta goiN, 1a s6 hat c6 thé c¢6 dugc & trang thdi (1) hodc 1a s6 chiém déng & trang thai (A).

Vi dy: D6 v6i hé hat fermion, N, chi c6 thé bing khong hoic 1: N, =0,1 vi cdc fermion khong
thé & trong cling mot trang thdi lugng t&. Trong khi d6, ddi véi hé boson, N, cé thé bing mot sd
nguyén hay bing 0: N, =0,1,2,3,... vi nhi¢u boson c6 thé & trong cling mot trang thai. [

Khi nay, mbi trang thdi vi mé ma (/) c¢6 thé dugc mo ta bdi tip hop cdc sd chi€m déng N, cla

mdi trang thdi ().

() & {Ny}.
Nhu vay, ta duong nhién c6:
E, =) N,¢;, (V.18)
)
N, =>N,. (V.19)

)
Ham t8ng thdng ké 16n khi nay dudc tinh:
4 = expl-B(E, —uN, )]

()
= > exp —BY.N; (e —H)}
{Ny} )
v6i ¥ nghia ctia ki hiéu tdng Y la:
{Ny}
{No.y NiN2 N
va:
ex{—ﬁm(& —m} — oxel BN e -l exs BN e ).
)
Vay
7 - Ze—BNl(Sl—H) ) ZC—BNz(sz—H)
Nj N3
bit
_ N BNy (en—n)
2 %e , (V.20)
ta co
I -=1]¢,
)




(V.21)

Ham &, dugc goi 1a ham tng thong ké 16n clia mot trang thdi riéng 1& ().

V.C.2 Céc dai lugng ddc trung

Th& 16n J bay gid dudc tinh:
J=—kTInd =-kTY In&, (V.22)
™)
Ta c6 thé chitng minh dudc hé thic giita s chi€ém déng trung binh N ctia hé va sd chi€m déng
trung binh N, clia trang thdi riéng 18 (L):
N=YN,, (V.23a)
)
v6i
N, = kTai (Ing, ). (V.23b)
0

Ning lugng trung binh clia hé dugc tinh theo ning lugng €, clda mdi trang thdi riéng 1€ (L):
E=>N;g, . (V.24)

V.D Cic thong ké lugng tir

Trong phan nay, ta s& xét cdc hé gdbm cdc hat xét theo
quan di€m cia co hoc lugng tt, tily theo tinh chit dinh x clia
céac hat.

V.D.1 Thong ké Fermi-Dirac
Khi hé hat 1a cdc fermion, tifc 12 mdi trang th4i lugng t chi c6 hodc mot hat hodc khdng c6 hat
nao, ta chi c¢6 hai gia tri cia N, la 1 va 0. Khi nay, cong thie (V.20) cho:
g, = ZG—BNX(SA—H) =1+e—ﬁ(8k—u) (V.25)
Ny,
Dung cdng thitic (V.23b), ta tinh dugc s& chi€ém déng
trung binh clia mdi trang thdi riéng 1& (L):

— P _1 Be—ﬁ(gx—u)
N?» —kTa(lngx)—EW
_ 1
= | N T e, |- (V.26)

Phan b6 trén dugc goi la phdn bé’ Fermi-Dirac. Vi khi nay, &, va ﬁk s€ lién hé qua cong thitc
— 1
& =T—=
*TI-N,
nén ta sé tinh dugc cac dai lugng dic trung cia hé ctia hé theo hé thic (V.26).
Ta sé& khdo sit chi ti€t hon tinh chat ctia hé hat fermion
trong mdt chuong sau.

, V.27)



V.D.2 Thong ké Bose-Einstein

Thong ké nay dudc st dung cho cdc boson; cac s§ chi€ém déng N, c6 thé c6 moi gid tri nguyén,
duong hay biing khong. Vay, tir hé thitc (V.20), ta ¢6
g, = ie*BNx(Sru)
N?» =0
“ 1o PNalenn) | o-2BNalern) | (V.28)
Téng trén 1a tdng clia mot cAp s6 nhan c¢6 s& hang ddu u; =1, va ¢6 cong bdi q = e Plenn)
Ta bi€t ring tong ctia mot cAp s nhan Ia hoi tu né€u va chi néu q <1, titc 1a
g, —u<0.
N&€u goi ¢, 1a mic ning lugng cd ban (thap nhat), tic 1a &, > g,; di€u kién trén s& dugc thdéa néu
ta co
gp > L.
Vay, d6i v6i mot hé boson doc 1ap, ta chi c6 trang thdi cAn biing cia hé n€u th€ héa hoc u cho bdi
hé trit hat phdi nhé hon mdc ning lugng cd ban riéng 1é.
Mot khi diéu kién trén dugc thda, tdng (V.28) sé hoi tu vé gid tri:
u 1

g, = T e (V.29)

Va nhu vay, s& chi€m déng trung binh clia mdi trang
thai riéng 1é () la:

N, = i :li_ _ o Blea—n)
N =kT ” (Ing;) 5 au[ 1n(1 e )]
1 Be—ﬁ(ﬁh—u)
Z_Bl_e—ﬁ(sx—u)
— 1
= N?x :W (V30a)

Phan bo thong ké trén dudc goi la thong ké Bose-Einstein. Tinh chi't clia phdn bd nay dugc suy ra
tir cong thirc (V.30a) & trén, vi ta ¢6:
&, =1+N,.. (V.30b)

V.D.3 Thong ké Maxwell-Boltzmann
Xét trudng hgp sd chi€m déng trung binh N, cta trang thdi (1) ri't nhé so v6i don vi, tic 1a khi

Plen) oo (V.31)
Vi diéu kién nay, cdc thng ké Fermi-Dirac va Bose-
Einstein déu ti€n t6i cing mot giGi han:

N, =ePEn) | (V.32)

Phan bd nay dudgc goi 1a phdn bé" Maxwell-Boltzmann.
Khi nay, bi€u thic ciia ham tdng thong ké 16n clia mdi trang thai (1) cho thong ké Fermi-Dirac
dugc tinh tir (V.25):
In Eﬂ‘?x =In[1+ e*B(gx*H)] ~ e*B(Sk*H) ,



va cho thong ké Bose-Eistein tir (V.30):
In &k =—In[l - e*ﬁ(gx *H)] ~ e*ﬁ(gru) i
tiic 13 cting mot bi€u thic clia €, cho hai thong ké.
Tir cong thite (V.21), ta tinh dugc ham tdng thdng ké 16n clia phan bd Maxwell-Boltzmann:

InZ=In][&, =3 Ing, = Ze—B(SA—u)
) ) )
—e PH Ze—ﬁsx
)
Néu ta dit:

o pe
Z—(%e ’ (V.33)

12 ham tdng thdng ké clia mot hat, ta c6 :

InZ =1e

= A =exp[ze "] . (V.34)

Cong thitc khai trién Taylor-Mac Laurin cda him mii cho:
0 ZN

2= N"_ V.35
NZ::() NI (V.35)

Mit khic, ta c6 thé thi€t 1ap hé thic giita Z va ham tdng thdng ké chinh tic Z bing cdch phan tich
tdng theo cdc trang thdi (¢) trong bi€u thic tinh Z ra lam tdng clia cic s6 hang c6 mdt gid tri N xdc

. N R A ~ ., .
dinh va tong trén cdc gid tri cia N

7- ZC*B(EruNz) _ i zefﬁ(nguN[)

() N=0(¢)}:N,=N
= i Ze—ﬁ(Ez—uN) - ieB”N Ze_BE‘.
N=0(¢):N,=N N=0 (/):N,=N

Ta thiy ring > e "’ chinh 1a ham t8ng thong ké % clia phan b3 chinh tic v6i s6 chi€m d6ng
(/)Ny=N

N, xdc dinh. Vay:

Z=>cPNz (V.36)
N=0
So sdnh (V.35) va (V.36), ta c6 bi€u thic
~ 1 .N
Z=—1 (V.37)
N!

cho ham tdng thdng ké ctia phan bd chinh tic & gidi han Maxwell-Boltzmann. Trong d6, Z 14 ham t&ng
thong ké chinh tic ¢d dién cho mot hat. Trong van dé IILA, ta da thiy ring
1= (27mkT)??, (V.38)
h

yN
2=~ (nmkT N2 (V.39)
h°N!



Vi di dudc tinh theo phép gan diing ¢S dién nén thong ké Maxwell-Boltzmann phai dudc xem nhu
12 gidi han chung c6 dién cho cidc thong ké lugng tir Fermi-Dirac va Bose-Einstein.

e Diéu kién dp dung thong ké Maxwell-Boltzmann

Trong trudng hop tong quat, khi phai tinh d€n bac tu do spin ctia hat, hAim tdng thong k& cho mot
hat phdi dugc nhan 1én thém mot thira sd (2s+1), vdi s 1a spin cla hat, vi v6i bic ty do ndy, mic ning
lugng suy bi€n 2s+1 1an (mg =0,+1,£2,...,+s). Tic 1a ta c6

I1=(2s+ 1)}113(2nka)3/2 (V.40)

Nhé lai ring buSc séng de Broglie lién k&t v6i hat c6
dong lugng P qua cdng thic

h
A=—, V.41
S (V.41)
va ddng thdi, ning lugng chuyén dong nhiét cé do 16n vao khodng nkT, nén
2
P =7kT.
2m
Vay, ta c6 thé dinh nghia “budc séng nhiét de Broglie” nhu sau
h
A=—T— V.42
2nmkT ( )

(titc 1a A 1a budc séng lién k&t vdi hat c6 ning lugng chuyén dong nhiét).
Vi dinh nghia trén cta A, ta c6:

1=(s+ D~ | - (V.43)
A
Theo phan b6 Maxwell-Boltzmann, ta c6
Ne- P k1 O g = 1P (V.44)
ou ou

theo hé thic (V.34).
Vay, diéu kién (V.31) @€ sit dung thdng ké nay trd thanh
Pes,
e

efer ss P o >> 1

Vi >0, ta lai co:
POz N .
(g0 12 miric ndng lugng cd ban cia hé).
V6ihé c6 N di 16n, ta c6 thé thay N bing N:
2P0 5> N . (V.45)
D6ng thdi, thay biéu thirc ciia Z (V.40) vao (V.45), ta c6:

e0/KT (2nka)3/2 - E

(25 +1) . (V.46)
h

Ta thdy riing diéu kién (V.46) & trén dé thong ké Maxwell-Boltzmann c6 thé dugc d4p dung 1a néu
& nhiét d6 va thé tich xdc dinh, s6 hat khong dugc qua 16n (mat do hat dd nhd), va néu thé tich va s6
hat xdc dinh, thi nhiét do cta hé phéi da 16n.



Ta ciing c6 thé biéu thi diéu kién 4p dung thdng ké Maxwell-Boltzmann biing cich diing hé thic
(V.43) cho (V.45)

eSo/kT
2s+h)=———e >>N (V.47)
A
hay
Vv 1/3
A<<(ﬁj (2s+1!3 (V.48)

1/3
Ta thdy (ﬁj chinh 1a khodng cdch trung binh giira hai hat, trong khi bugc s6ng nhiét de Broglie

A dic trung cho khodng cich & dé cdc hiéu tng lugng ti dugc bi€u thi. Theo (V.48), dai lugng sau nay
phdi rit nhd so vdi khodng cdch trung binh giita hai hat ctia hé. néi cdch khdc, thong ké gin ding
Maxwell-Boltzmann c6 gia tri cho trudng hgp chuyén dong ctia hat duge khdo sit bdi co hoc ¢d dién.



BAI TAP

BT V.1 1) Dung cong thitc dinh nghia clia s6 hat trung binh : N= ZNéPé va thira s6 Boltzmann trong phan
(0
bd chinh tic 16n d€ chitng minh ring

— d 10
N=kT—(nZ)=——(nd)
op B ou

trong d6, Z 13 ham tdng thong ké 16n.
Suy ra ring

v6i J = —KTIn 4 1a th& 16n.
2) Tir k&t qua & cau 1), hay chitng minh biéu thifc sau cho ning lugng trung binh:

- — 0
E=uN-—(InZ
U aB(n )

— 1 0 0
E—E[“a%}“‘”‘*

— 10 . = N .
BT V.2 T cong thiic N = Ea—(ln ), nhan xét ring N c6 dugc biing cich tic dung todn tif vi phan tuyén
1)

10
tinh: —— 1énham InZ . Tir d6, hay tinh (AN)? .

op
BT V.3 Tir cong thifc dinh nghia clia entropi thdng ké, chitng minh riing d6i véi phan bd chinh tic 16n, ta c6 hé
thic sau
J=E-puN-TS.
BT V.4 T cong thitc dinh nghia ciia thé€ 16n J, hily chitng minh ring entropi chinh tic 16n dudc tinh
ol
- oT

BT V.5 Chitng minh ring th€ 16n J 1a dai lugng cong tinh.
BT V.6 1) Chitng minh riing n&u goi N, N, 14n lugt 12 s8 chi€m déng trung binh ciia hé va s6 chi€m déng trung
binh cda trang thdi riéng 1é (L), ta c6
N-YN, .
)

ﬁ?\, sziln&}\’.
op

2) Va néu goi E va €; 1an lugt 12 ning lugng trung binh va ning lugng clia trang thdi rieng 1& (1),
chitng minh rdng ta c6
E=>N,g,.
)

BT V.7 Duing cong thifc khai trién Taylor d€ chitng minh riing phin bd Maxwell-Boltzmann & trung gian giita
cdc phan bd Fermi-Dirac va phin b Bose-Einstein, ma cdc phian bd sau ti€n d&€n phan bd gan ding cd
dién Maxwell-Boltzmann tir cic gid tri nhd hon (d6i vdi fermion) va tif cdc gid tri 16n hon (d6i vdi cac
boson).

BT V.8 Hién tugng hdp phu



(Ghi chii: Khi mot chat khi ti€p xtc véi mdt chit rin, cdc phan tir chit khi ¢6 thé bi hit va bi “dinh
biy” trén bé mit chat rin. Vi du: phin tif N, ddi v6i mica, phan tif H, trén bé mit platine. P6 12 hién tugng hap
phu).

®
OO ®
(@) O O
A ®
O
® O\\
| AN
N\
e

Huyé€t ciu t8 (c6 chite ning di chuyén phan tir O, va CO, tir phdi cho nhitng t& bio trong cd thé) 1a mot
protein trong mau, c6 kha ning hap thu O, trong dong mach. Goi niing lugng hap phu 1a -g; va thé héa hoc 1a p.
Gi4 st trén bé mit huy€t cau td c6 A “bay”.

1) Tinh ham t8ng trang thdi 16n ctia mot phan tif O, bi hap phu hay khong trén b& mit mot huyét ciu 5.

2) Tinh s6 trung binh cda céc phan ti O, bi hap phu. G nhiét do 300K, i s6 phan t& hap phu 1a 0,75.
Hay tinh gid tri cla &) +u theo don vi eV. Suy ra ning lugng trung binh E.

VAN PE V.A

M0 t4 chinh tic 16n clia khi 1y tudng don nguyén ti

G céc chuong 11 va 111, ta da s dung cdc phan bd vi chinh tfc va phan bd chinh tic dé xét cc tinh chat
ctia hé khi Ii tudng cS dién don nguyén tif va da tim dugc phuong trinh trang thdi f(p, V, T) ctia hé khi nay.

Trong van dé nay, ta s& diing phan bd chinh tic 16n d€ khio sat hé khi Ii tudng don nguyén t&. Vi § gidi
han c¢8 dién nén duong nhién ta phaii xét trudng hgp gidi han nay cla cic thong ké lugng ti, d6 13 giGi han
thong ké Maxwell-Boltzmann.

Gi4 st ring diéu kién d€ 4p dung th6ng ké Maxwell-Boltzmann dudc thdéa man (e PEA M >>1). Biét

ring ham tdng thdng ké ctia mot hat khi nay dudc tinh bdi: 7 = (2s+1) V3 ,
A
1/2
2
véi A |2 B
m

Khi nay, né€u s hat ctia hé di 16n dé hé dat dén gidi han nhiét dong luc, ta xem nhu hé khio st 1a hé
khi i tudng c6 dién don nguyén ti.

1) Viét biéu thiic tudng minh tinh the 16n J cta hé theo B, V, va A.

2) Biing céch tinh 4p suit chinh tic 16n, hiy suy ra phuong trinh trang thdi cda khi 1i tuéng.

3) Tim lai cong thitc Sakur-Tétrode cho entropi chinh tic 16n:

S:Nk[s—lnN—lnA3 +ln(25+1)]
2V

4) Chiing minh ring v6i hé khi trén, ta ciing sé tim lai dugc cdng thic tinh ning lugng trung binh cla
khi i tudng c8 dién don nguyén ti:

E:iNkT.
2



VAN DPE V.B
Théong ké Maxwell-Boltzmann va tinh chat nhiét dong luc ctia hé cac phan tif hai mifc ning
lugng

I/ Ta xét mot hé S gdm mdt s& N rdt 16n cdc phan tif c6 thé xem nhu cdc hat ddng nhit, doc l1ap va
khong phan biét duge. Goi W 1a th€ héa hoc clia hé.

1/ T cdc cong thic tinh s& hat trung binh N_k clia thong ké Fermi-Dirac (F-E) va clia thdng ké Bose-
Einstein (B-E) & trang thdi A, v6i €; 12 ning lugng tuong Gng, hdy tim di€u kién dé ta c6 dugc thong ké
Maxwell-Boltzmann (M-B). Viét biéu thifc cia N_;L cda thong ké nay.

2/ Vi€t lai biéu thic clia N_1 cho cdc thdng ké F-D va B-E & mic ning lugng i khi cic mic ning lugng
c6 ciing bac suy bi€n g. Khi d6, tim diéu kién dé c6 cong thitc sau cho thong ké M-B:

N; =gexp[-B(g; —w)] (1)
Trong phin con lai clia bai todn, ta s& st dung phan bd M-B dic trung bgi cong thic (1) § trén.

II/ Xét trudng hgp cdc hat cda hé S c6 thé€ chi€m mot trong hai mic ning lugng €; va &, vdi cling bac
suy bi€n g va € <¢&,.Taddt € =€, — g (xem hinh v&).

1/ Vi€t cong thic tinh s§ hat trung binh N; va N, & mdi mic ning

N z - N S 82
lugng. T d6, v6i diéu kién bdo toan s6 hat N; + N, =N, suy ra ring €

€1

N 0 y (R
exp(Bu) = 7 vGi Z 1a ham tong thong ké cia hai mdc niang lugng. Vi€t biéu

thitc clia Z.
N —  Nexp(—Pe
_ N N, - Nexehe)
1 + exp(—Be) 1 + exp(—Be)
Tinh theo Be xdc sudt p; vap, d€ mdi phan t & cdc mifc ning lugng €; va €, . Kiém ching lai diéu

2/ Ching minh ring ta c6 cong thitc N_l =

kién chudn héa cho p;, p,.
3/Tinh N; — N, theo N va Be.

. 0
Ta dinh nghia nhiét @6 dic trung O cla hé theo bi€u thitc — = e . Gidi thich tai sao 0 c¢6 thi nguyén

—

cia nhiét do.

Tim cic bi€u thic gan diing clia N_l, N_2 va N_l - N_2 , ddng thdi cho biét y nghia vatly & cdc trudng
hdp gidi han sau:

a/ T<<0,

b/ T>>0.

I1I/ Trong phin nay, ta xét cdc tinh chi't nhiét dong luc cia hé S néi trén.

1/ Biing cdch nhan xét ring noi ning toan phin U cda hé bing tdng ning lugng cda hai mic , suy ra
ring:

Ne

exp(Pe) +1

2/ Tim tai cong thitc (2) & trén biing cach ding ham tdng thdng ké Z tim thdy & cau II/ 1/.

3/ V& dudng bi€u dién cda U theo T/6. Nhan xét vé ¥ nghia vat ly clia s§ hang du tién, Neg,, trong
cong thitc (2).

4/ a/ Tinh nhiét dung ding tich Cy; cda hé. Suy ra cong thic sau clia nhiét dung ddng tich cho mot mol:

U=Ng, + )



R (Be)’
Cy=—"p ——,
4 ch”(Be/2)
v6i R 12 hiing s8 khi 1y tudng.
X —X

. N . e +¢
Nhic lai ring chx 1a ham hyperpol lugng gidc: chx = ——

b/ Xét gid tri clia cy; trong cdc trudng hop gidi han T <<O va T>>0.

IV/ Ap dung s6: V6i N =N, =6.02 x 102 mol™ va k=1.38x1072JK ! 1a hing s& Boltzmann,
va T = 300K, hay tinh cdc gid tri N_l N_2 va N_l - N_z trong hai trudng hgp dic biét sau:

/=107 eV,

2/ e=1eV.



Chuong VI

THANG GIANG THONG KE G HE CAN BANG

VLA Thing gidng cia mat dd hat
VLB Thing gidng ciia ning lugng
VI.C Thing gidng ctia nhiét do

Ta da thdy ring trong mot hé vat ly & trang thdi cAn bing, trong khi cdc gid tri cda cdc tham s
ngoai dugc xdc dinh tir diéu kién bén ngoai, thi cdc bi€n s& nodi clia hé lai ludn c6 nhitng gid tri chiu
nhitng bi€n thién quanh gid tri trung binh, d6 13 cdc thing gidng ndi tai c6 ngudn goc thdng ké. Céc
bi€n s6 ndi nay thatra 1a cdc bi€n ngiu nhién c6 nhitng thing gidng di cho cdc tham s& ngoai da dugc
xdc dinh cho hé. Ngoai ra, cling cAn nhd riing ngay ca cdc tham s6 ngoai ciing chi dugc xdc dinh vdi
mot sai s6 nao do6, do bat dinh nay chic chdn ciing c6 4nh hudng d&€n cdc gid tri cda cdc bi€n sd ndi .

Noi dung clia chuong nay sé tip trung thido luin cdc hién tugng thing gidng cla cdc bi€n s6 ndi
ctia mdt hé vat 1y can bing, dit biét sé xét mat do hat, ning lugng, va nhiét do clia mot luu chdt dong
nhdt gdm nhitng phin ti cling loai va c6 kich thudc di 16n d€ c6 thé dugc xem 12 hé nhiét dong luc.

w./4 jAdng gidng cda mdl cjé /14[

w../4.7 jAcing gidng 56 Aql ciia mol /L@ nhé

Xét mot hé S c6 thé tich nhé V xdc dinh trong mot hé .7, Hé S c6 thé trao d6i nhiét va trao d6i hat
v6i phan con lai clia .% phin con lai nay déng vai trdo hé diéu nhiét va hé trir hat, 4p dit cho S nhiét
dd T va thé& hod hoc p.

Nhu ta da biét, khi & trang thdi cin bing , xdc xuat P, d€ S & trang thdi vi md (¢) c6 ning lugng
E, va ¢6 sd hat N, dudc tinh béi:

1
P, = iexp[—B(Ee —uN,I, (VL1a)
trong d6, Z 13 ham t6ng thong ké 16n :
2 =3 exp[-B(E, —uN,)] . (VL1b)
(0
S& hat trung binh trong thé tich V 1a
0 Z op
va
_ 2 42
NZ=Y'N7P, = (kD) % (V1.2b)
) 7 o
LAay dao ham cta bi€u thitc (V1.2a) theo u , ta ¢6:
ow X op?> ¥\ op

T do, ta co:

% = B[F - Nz} (VL4)



Su thing gidng clia sd hat trong hé S dudc tinh biing bi€u thifc:
— 2
AN = [NZ - Nz} (VL5)

i)

e Ap dung cho hé khi Iy tuéng
Nhic lai ring v6i khi ly tudng don nguyén tb, ta
c6 cong thdc (II1.53) tinh ndng lugng ty do:

3N/2
F=KTN[InN + InV]—kTIn CTKD" "7 (yp )
h3N
do d6 thé héa hoc 1a
p:—S—;szlnNJrf(T) (VL8)

Ta tinh dudgc:
AN =+/N (VL9)
va tir d6, ta tim lai dugc k&t qué 12 do thing gidng tuong d6i ti 1& nghich véi N

AN 1 |, (VL.10)

NN

1/9./42 jAa“ng gidng l/zé’ lch mol Aé MA(;

P& xét sy thiing gidng ctia thé tich cia hé nhé S 12 mot phan clia hé S, ta xdc dinh s6 hat ctia hé S
khong ddi va d€ S ti€p xidc nhiét va co vdi phan con lai cia S. Phan con lai nay s& &n dinh cho S nhiét
dod T va 4p sult p; d6 dugc goi la tdp hop T-p.

Ta c6 thé chitng minh dugc ring x4c xuat dé P, d€ hé S, mot khi & trang thdi cin bing, c6 thé tich

trong khoang V va V+dV va c6 trang thdi vi m6 (/) c¢6 ning lugng E, dudc tinh bdi:

dp, = %exp[—B(E ,+pV)IAV | (VL11)

+00
Z= [dVY exp[-B(E, +pV)] . (VL12)
0o (O
Thuc hién phép tinh tuong tu nhu phan VI.A.1 & trén, ta thu
dugc k&t qua sau cho gid tri trung binh clia binh phuong thé

tich:
—_ 1™ kT oZ
V=— [dVVY exp[-B(E, +pV)] = ——— (VL.13)
Z{ % p[-B(E, +p Z %
V2oL Tavve (KT)? 0°Z
A - {dVV ;exp[—B(EﬁvaV)]: z ? (VL.14)

LAy dao ham ciia biéu thirc (VI.13) theo p, ta c6

— &V 1/2




e Ap dung cho hé khi Iy tuéng
Tt phuong trinh trang thdi
pV = NkT (VL16)
clia khi Iy tuéng, 4p dung cdng thitc (VI.15) cho ta két qua sau:

(VL.17)

av
A\

L
N

VI.A.3 Thing gidng cuc bd cia mat do

Trong thuc t&, ngudi ta thudng chi ¥ dén sy thing gidng thong ké clia mat do hat cuc bd trong thé
tich V, dugc dinh nghia bdi
N
=—. VI.18
P=y ( )
Thing gidng dai lugng p c6 thé dugc tinh bdi phuong phap clia phan VI.A.1, tifc 1a giit thé tich V

xdc dinh, cho ta két qui:

1/2
Ap _AN_| k_T(a_N]
p N | N2lou)py (VL19)
hoic bdi phuong phdp cho s6 hat N xdc dinh nhu trong phan VI.A.2:
1/2
sp_av_[ xr(ev
o TV vilan ) (VI.20)
Hai k&t qud trén duong nhién phdi twong dudng, vi thuc t&€ ta c6 hé thic:
N 2
NV L N—Z (a_vj (VI.21)
Oh )y V2P Jry
That vy, mot mdt, ta co:
2
oN = 8_1; (V1.22)
ou)ry oN
2
mit khic: (@ _ —8—1; (V1.23)
oV )N oV

Nhung vi ndng lugng tu do F 14 dai lugng cOng tinh:
F(T,V,N)= N.f(T, %] ,

a_sz(T’X)_XL(T,X) ,
oN N) Nov/N)L ’N

O°F _V?  9f
ON? N3 o(V/IN)?
Tuong ty ta cling c6:




o°F 1 9%
ov2: N j(V/N)?
PF_V? oF
N2 N2 av?
So sdanh bi€u thic trén véi (VI.22) va (VI.23), ta
tim duge (VL.21). [

VI.B Thing gidng cia ning lugng

VLB.1 Sv tuong hgp giita ning lugng va thé tich

P& dinh gid dudc nhitng thing gidng thong ké clia ning lugng, ta c6 thé sit dung mot trong hai
phuong phap: hoic ta xdc dinh thé tich V clia hé nhd S, 1a mot phan ciia hé & hoic ta cho sd hat N ¢6
gid tri dinh trudc. Di nhién 12 hai phuong phap déu din d&€n ciing mdt hé qui vat 1y cho ning lugng.

6] day, ta s& dung phuong phdp thit hai, cho xdc dinh s& hat N. Khi nay, ta c6 tip hop T-p, va phan
bo thong ké cia cdc trang thai vi mo dudc xdc dinh bdi hé thitc (VI.11). PE tinh dugc thing gidng cla
ning lugng E, duong nhién ta s& phdi xét dé€n moi tuong lién giita E va V, xdc dinh bdi:

AEAV=(E-E)V-V), (V1.24)
Ta dé dang tim dugc 1a
AEAV=EV-EV . (VL.25)

DPé€ c6 két qua ddnh gid mdi tudng quan trén, ta di tinh gid tri trung binh cla dai lugng V(E+pV):

1 +00
V(E+pV)=— JdVZ V(E, +pV)exp[-B(E, +pV)]. (VL26)
0o (O

v6i Z dudc tinh b3i hé thac (VI.12) .

Ta c6 thé thiy ring nhu vay:

VE+pV) =~ [l a_z} . (VL.27)
Z BB p
Miit khdc tir hé thdc tinh V & (VL.13), ta c6

a_Vz_li{la_Z} L ozoz. R
o ZoB|Bon| pz* dpdPp
Vay:
V(E+pV)-V(E+pV)= N2V (VL.29)
op oT
p,N
Va tir hé thifc tinh AV d3 c6 (VI.15), ta ¢6 hé thifc cho thiy sy tudng quan giita ning lugng va thé
tich:
AE.AV =kT T(a—vj + p(a—V] . (VL.30)
oT PN op TN

VI.B.2 Thing giang ning lugng theo C,

P& tinh dudc thing gidng cla ning lugng, ta bit ddu bing cich tinh thing gidng cla dai lugng E +
pV = H la entalpi cia hé. Ta c6:

E+pV=— jﬁdVZ(EZ +pV)exp[-B(E, +PV)]:_16_Z (VI31)

Zy O Z B



N

va

(E+pV)* == [dVY(E, +pV)” exp[-B(E, +pV)]=—=—
Z ZoB
o
(VL32)
Nhu vay:
aE+pW)]” aE+pW)|
AH=A(E+pV)= _AE+pV) =| kT2 AE+pV) (V1.33)
P or
Mit khéc, nhé lai ring nhiét dung ddng dp Cp c6 thé dudc tinh bdi:
3Q=d(E+pV)=C,dT . (V1.34)
(That vay, tir
dE=0Q + W ,
ta co
5Q =dE — pdV
Vi
SW = —pdV .
Mait khéc, ta lai ¢6
0Q=dE +pdV,
nén ta tim dugc hé thitc( V1.34) & trén. L)
Viy:
5 T2
AH=A(E+pV)=kT"C, (VL35)

Nhung déng thoi , ta co
[AE+pV))* =(E+pV)* —(E+pV)’
=(AE)? + (pAV)? +2p(EV - E.V), (VL36)
do dinh nghia.
Vay tir bi€u thitc (VI.35) & trén va tir (VI.15) tinh AV, ta suy ra dudc cong thifc dé tinh do thing
gidng clia ning lugng theo nhiét dung ding dp Cp:

2(ov Y
(AE)Z:kTZ{C —p—(—J —Zp(—j } (VL37)
Pt op TN 1N

VL.B.2 Thing gidang ctia ning lugng theo Cy
D€ c6 thé tinh (AE)” theo nhiét dung riéng ding tich Cy thay vi theo C, nhu & cong thitc (VI.37) &
trén, ta di tim hé thdc gita C, va Cy. Mudn vy tUf nhin xét ring cdc vi phin cta ning lugng va
entalpi c6 dang tdng quat
dE=TdS - pdV + ndN,
dH =TdS + Vdp + ndN,
ta suy ra dugc la

cy :(GEJ _T(asj (VL38)
oT V.N oT VN

c, =(6—HJ —T[a—s) (VL39)
T )on o \aT)

Ta thyc hién phép bi€n ddi ctia ham S:



$=S(T,p,N) =S(T, V(T.p,N),N)
vi V 12 ham clia cdc bién T, p va N thong qua phuong trinh trang thai. Vay:

(63] _(5’5] +(asj (5\’) .
oT ), \0T Jyx \aV )rx\aT ),y

Va nhu vay, ta thu dudc hé thitc Mayer:

C,=Cy+ T(an (510) . (VL40)
T ), x0T )y x
Mait khéc, tir phudng trinh trang théi, ta cé
(GVJ _ _(3\’) (513) . (VL41)
T Jyn op TN oT )y n
Hé thitc Mayer trg thanh:
2
C,=Cy _[6_\/] (@) (V1.42)
op )N\ )y N

Cudi ciing ta tinh dugc (AE)® theo Cy biing cich thé C, trong (VI.37) bing hé thic tinh C, &
(V1.42):

2
AE)? =kT2!C —T(a—vj (6—\/) Pl (vias)
(AE) v o0 o LT ) T

e Ap dung cho hé khi Iy tudng
Trong trudng hgp ta xét 1a hé vat ly khi 1y tudng, tir phuong trinh trang thai
PV =NKT,
ta ¢
AE =[kT?Cy 12, (VL.44)
That ra, hé thitc don gidn trén lién quan d&n diéu hién nhién 1a thing gidng clia ning ludng va clia
thé tich ctia hé khi 1y tudng 14 khong c6 tuong quan
AEAV =0 . (VL45)

~ e ? A A
VI.C Thang giang cua nhi€t do
Trong thuc t€&, sy thing gidng cia ning lugng khong dugc do truc ti€p, ma nhiét do 1a dai lugng
dugc do bing nhiét k&; ning lugng trung binh E va thé tich trung binh V ciia hé (ciing 1a cic gia tri
cdinhién nhat) c6 mdi quan hé vdi nhiét do cia hé.
Vi nhu vdy, nhiét d6 T cia hé S 1a ham theo E va V nén

ST:(a—Tj 8E+(6—Tj 5V . (V1.46)
0E )y oV e

Nhung ta lai c6

(a_Tj v (VL4T)
0E )y (GE/dT)y Cy



ov

S ELE)L e ()
E,N oE V,N ov TN Cy \oV T,N
S S IS S
- {T(é\/jT,N p} Cy {p T(aTjV’J’

_a
nén
oT = 1 OE + pdV — T(@J oV | . (V1.48)
Cy T )y N
Va nhu vay:
2

(AT)’ = (8T)’ = C%{(SE +pdV)* +T? [%j (8V)

A%

V.N

—2T(@) SV(3E +p8V)} . (VL49)
V.,N

Do tuong quan giita nhiét d6 va thé tich dudc danh gid bdi:
{(SE +pdV)6V-T (%) (8V)2} , (VL.50)

O0T.8V = L
C

\
That ra, biing cdch thay bi€u thitc (V1.50) & trén biing cic dai lugng

(8V)2:(AV)2:{—kT(ﬂJ } ,
P Jrx

V,N

va V(E+pV)—V(E+pV)=—Z\B/: Z(Z\T/j ;
V,N

ma ta da thdy & (VL.15) va (V1.29), ta c6:

2
5Tov = <1~ (a_v} + (a_p] (G_Vj —0.(VL51)
Cy [\IT JyN T Jy N\ Op TN

(Theo két qua ta di c6 & (V1.41)).
Diéu nay chitng té ring thing gidng clia nhiét dd va clia thé tich 13 khdng tuong quan.

Mt khéc trong hé thitc (V1.49), ta thdy cdc gid tri AV, A(E
+ pV) va V(E+pV)-V(E+pV) da dugc tinh & (VL15),

(VL.33), va (VL.29), ta c6

2
ATy - KT cp—T[ap] (ap] (avj”(GVJ ,
C oT VN oT V.N op op PN

v
St dung cic biéu thitc (VI.41) va (VI1.42), ta c6 dugc két qua don gidn sau
,q1/2
aT=| KT (VL.52)
Cy
Nh6 lai ring d6i v6i hé s6 c6 s6 hat N di 16n, Cy i 1& véi N, ta lai c6 dugc
1 (VL.53)

—— oC —

T JN
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BT VL1 Chirng minh hé thic Mayer (VL.40):

cocu () ()

BT VI.2 Ching minh ring tif phuong trinh trang thai, ta ¢c6 hé thirc
(VL41):

(5,3
GLYIN op )y \OT V,N'



Chuong VII

UNG DUNG PHAN BO CHINH TAC
TRONG MOI TRUGNG ION HOA

VILA Céc khéi niém cd ban
VIL.B Mé phéng trong vat ly thong ké
VII.C Plasma lién k€t manh

wg:,b /O édma gén ééi %éh

Ta s& danh ndi dung chuong nay cho viéc khdo sit tng dung ctia vat Iy thong ké néi chung va
phan b chinh tic néi riéng trong moi trudng plasma. Pdng thdi, doc gid ciling sé dugc giGi thieu dé
ti€p can véi mot linh virc c6 nhitng budc ti€n manh mé trong thdi gian gan day, d6 1a viéc st dung
may tinh toc do cao trong viéc nghién ctu mot s6 van dé vat 1y, dic biét 1a vatly thong ké

VII.A Ciac khdi niém co ban
VIL.A.1 Mé hinh plasma mot thanh phan

Trong chuong nay ta chi xét plasma mét thanh phan (OCP_ One Component Plasma), tifc 12 mot hé
thong ké gdm mdt loai nhitng ion tich dién duong chuyén dong trong mot "bién" cic hat electron. Nhur
Vvay, tuy cédc ion tuong tic nhau bdi lvc Coulomb, nhung toan bd hé van &n dinh vi si trung hoa dién do
céc electron.

Ta ciing gia st ring hé cdc ion trén c6 thé dugc md ta tuong ddi chinh xdc bdi cd hoc thdng ké cd
dién (plasma khong suy bién), va & trang thdi cin biing. Cdc qud trinh t4i hdp giita cdc ion va electron
xem nhu khdng diang k& va nhu vay, hé plasma trén & phan bd chinh tic, c6 sd hat N xdc dinh, ciling
nhu thé tich V ctia binh chita va nhiét @6 T ctia hé diéu nhiét.

Céc plasma thudng dugc phan loai ra 1am plasma lién két manh (strongly coupled plasma) hodc
plasma lién két yéu (weakly coupled plasma) tlly theo ty s giita th€ ning tudng tdic Coulomb véi ning
lugng chuyén dong nhiét. D€ thiy o didu nay, ngudi ta dua vao khdi niém khdi cdu ion nhu sau: Xét
mot ion bat ky clia plasma, c6 dién tich Ze, va tao ra mot khdi cau chita cdc dién tich Am vira ding dé

s A s A A e N e
trung hoa di€n tich dudng cua ion trén. Nhu vdy, n€u ta goi p= v la mit do ion cua khoi plasma

dang xét, ban kinh cta khdi cAu ion dudc tinh

Ar -1/3
a= (ij . (VIL1)

(Tuong ty v6i dinh nghia cla khdi cau Wigner-Seitz sit dung trong vat 1y chat rin).
Trong vat ly plasma, ning lugng chuyén dong nhiét trung binh thudng dudc quy udc bing kT.
Tham sé tuong lién cla plasma dudc dinh nghia:

re (ze)?* |, (VIL2a)
akT

titc 1a € sO gitta ning lugng tuong tic Coulomb trung binh v6i ning lugng chuyén dong nhiét trung
binh.




Ta c6 thé thdy riing khi T" >> 1, tifc 13 ning lugng Coulomb rit 16n hon ning lugng chuyén dong
nhiét, trang thai plasma gin vdi trang thdi rin. Ngugc lai, néu I' <<I, chuyén dong nhiét hdn loan
chi€m wu th&; plasma & trang thdi ca khi Iy tudng. Con khi I' c6 gid tri trung gian, tinh chat cla
plasma 12 tinh chdt cda luu chat. Nhu vy, tiy theo gid tri clia tham s& tuong lién ma cdc dai lugng
nhiét dong hoc clia plasma s& dudgc tinh theo chat rin, luu chi't hay khi li tudng.

Ta ciing c6 cong thitc tinh truc ti€p dai lugng I theo nhiét
d6 va mat do ctia plasma nhu sau:

1/3 -1
F=2,69x10_522{ 12p 3} [ : } . (VIL2b)
10 (cm ™) 10°K

Ta thay riing ddi vdi plasma c6 Z = 1 (nhw ion H ching han), d€ c6 I' =1, ta phai c6 mat do ion la
10*°cm™ néu nhigt do T=10°K.

D3&i véi nhitng plasma phéng dién khi trong phong thi nghiém, plasma trong phdn ¢ng hat nhan c6
diu khién, ta ¢c6 T =107 —107>, tiic 1a plasma lién k&t y&u. Ngugc lai, cdc plasma hinh thanh trong
céc sao lun tring, trong sao ndtron 12 cdc plasma lién k&t manh, vi khi nay, gid tri cia I’ & trong
khoang 10-100.

Ciing nén bié€t ring cdc phép tinh phan tich k&t qud md phdng Monte-Carlo gin ddy nhit 1a vao
nam 2000 cho thdy ring & gid tri T, =175, ¢6 sy chuyén pha 18ng-rin, tic 1a plasma chuyén tir trang
thdi luu cha't sang trang thdi k&t tinh, va dong thdi § gid tri T, =1,75, hiéu dng trit ty dia phuong bit
ddu xuat hién.

TruGc khi gidi thiéu cdc khdi niém quan trong dudc st dung rong rai trong viéc nghién cdu plasma
mot thanh phan, ta viét ra dudi diy dang th€ ning toan phan clia hé:

drdr
U-ze?|2 ¥ J pZJ -
1<1,_]<N‘R - ‘ 11\/‘R —I"
i#]

(VIL3)

trong dé Ri 1a vectd vi tri thi i, T 12 vectd vi trf clia electron (xem nhu phan bd lién tuc) & trong thé
tich nguyén t& dr, p 12 mat do ion .

Ta thdy rd ring & v€ phdi clia phuong trinh trén, s6 hang thit nhat trong ngoic vudng chi ra thé
ning tuong tic giita cic ion dudng c6 dién tich Ze, sd hang thit nhi bi€u hién th& ning tuong tic
electron-electron_dau tich phan chitng té ring cic electron dugc phin bd lién tuc trong thé tich V, va
s6 hang cudi cling dé tinh d&€n tuong tic ion-electron.

VII.LA.2 Ham phin b0 xuyén tim

Trong nhiéu van dé dudc nghién cttu trong vat 1y luu chdt, nhu vat 1y nguyén ti trong plasma, ta
cAn phai biét tuong tic giita mot ion va cédc ion k& cin, diéu nay dugc phdn dnh qua gid tri cia ham
phén b6 xuyén tam (radial distribution function), ma ta s& xét dinh nghia va cdc tinh chi't co bdn sau
day.

Néu goi u(r) la thé ning tuong tdc gitta hai ion i va j trong N ion clia plasma, thé ning toan phan

cua hé 1a
N

U(fl . fz yeeesy i:N ) = Z u(rij) (VII4)

i<j

U



X4c suat d€ ion 1 & trong dfy tai vi tri T,..., ion N & trong dry tai vi tri Ty khong phu thudc vao
van toc cia mdi hat nén dugc tinh
1 U~
ae BUdrl...drN , (VILS)

trong d6 Q 14 tich phdn cdu hinh dudc dinh nghia bgi
Q= [ePVdr..dEy .
A%

Nhu vay, xdc suat d€ ion 1 & trong df tai T, ...,ionn & trong dr, tai T, 1a

PM™(§,,...,T,)di,..dF, = é[ [ePUdr,,,..diy ]dfl ..diy
\%

—PW(F,..T,)= é [ePUdr,,,..diy . (VIL6)
\%

Ddng thdi, néu ta goi p™ (§,..., T, )dF...dE, 12 xdc sudt d& c6 mot ion ndo d6 (khong nhat thi€t 1a

ion 1) & trong df, tai T, ..., &€ mot ion khdc & trong df, tai T,, thi vi c6 N kha ning dé ion & trong

df;, N-1kha ning dé cho df,, ..., vi N-n+1 khd ning cho df, , tifc 12 tdt ci c6
NI

N(N-D)(N-2)..(N-n+1)= m

kha niang, nén

|
o™, F )= L repugr

—.|e "

“(N-n)! QY

N! .
:mP(n)(rl,...,rn) . (VIL7b)

Chii ¥ riing tir dinh nghia t8ng quat trén, thi p(l)(fl )df; 12 xdc sudt d€ mot trong nhitng ion & trong

diy . (VIL7a)

df, va vi moi diém T, trong thé tich V 1a twong duong (tic 1a pV(F,)df, doc 1ap d6i véi 1;) nén

Lrimgg 0N
Lrogs o0 2 N_ VILS
v ip 1=p! = =p (VIL8)
Ta dwa vao khdi niém ham phan b8 xuyén tam tir nhin xét ring p® (%, T, )d,df, 12 xdc sudt d&
mot ion § trong dr; va mdt ion khiac & trong dr,, va vi p® chi phu thudc vao khodng cdch rj> nén

P @, H)=pP ()

va
[p® (ryp)diydEy =V [p™® (1)dr;, =N(N-1).  (VILY)
% v
Vi phan b6 céc ion trong plasma 1a hoan toan ngau nhién, xdc xudt dé ion 1 & trong d7, ..., ion n
d trong dr, 1a
dn dp df, PMdy, .. df,
vV VvV v
opm -1
VN
Twr (VIL.7b), ta suy ra
! !
pm o LN N (VIL10)

V" (N-n)! P N"(N —n)!



m_N_ VIL1la
pri=y =P ( )
-1
@ :szz[l_Lj (VIL11b)
V2 N

N&u xédc suat d€ ion 1 & trong df; doc 1ap véi xdc suat dé ion 2 & trong df,, ta c6 xdc suat d€ mot
ion & trong dr; va mdtion khéc & trong dr, 1a
2) = = e e 1 = vz 10D (= =
p' (71, 1)dfdr, =[p" (7)df [ (7, )d, ]

2) = = D =D =
=p! )(rl,rz) =p' )(rl)P( )(rz) .
Nhu vay, khi c6 sy tuong quan giita mot ion nay va mot ion khéc, ta phai vi€t

PP (.1 =p @)V (B)g"? (7. %) (VIL12)
Tw (VIIL.11a), ta cé
PP (E. ) =pg P (F.5,) (VIL13)
So sanh véi (VIL.7b), ta ¢c6
! 11
O 1)L L rebUgg ar VIL14
g7 (1,5) (N—2)!p2Q§[ 3--dIy ( )
Va cudi cling, ta thu dugc biéu thitc cia haim phin bd xuyén tAm:
N(N -1 AU 4= a—
ng(rlz)z(—).Ie BUdr3...drN (VIL15)
Q ¥
Véi N du 16n, ta sé cé
2
g(ryp) = % [ePUdsy..d7y (VIL16)
v

va vi th€ ning toan phan U c¢6 dang (VIL4), tirc 12 tdng thé ning tuong tic cip, ta c6 thé dit thanh
thira s8 ¢ PY12 trong tich phan trén. Pdng thdi, v6i gid thi€t ring c6 thé bd qua sy phu thude cdc s§
hang uy; vau,;, véii, j>2, thi

g(np) oc e 2
Biing cdch chuin hod xdc suat g(%, — T )d3r2 /'V ta c6 dudc:
g(f, — 1)) =e Pu2, (VIL17)

Su hiéu bi€t cdc gid tri cia him phan b& xuyén tim déng vai trd quan trong trong viéc khio sat
thong ké clia plasma, vi mot phan 1a ham nay (cling vdi trung binh clia phan du clia ning lugng tu do)
12 dai lugng dugc tinh todn truc ti€p bdi phuong phdp Monte Carlo, ma ta s& dé cap trong phan VILB
ti€p theo sau, hoic néu khong, trong vat 1y luu chat, g(r) c6 thé do tryc ti€p tir nhitng thi nghiém tin xa
neutron. Hon nita, cdc tinh chit nhiét dong luc déu c6 thé tinh dugc tir nhitng tich phan tinh trén ham
g(r) nay .
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Ta c6 thé nhan xét tinh chat clia sy phan bd cda cdc hat trong chit 1dng qua su bi€n thién cla g(r)
theo r cia ham phan bd xuyén tim thu dugc tir k&t qua cla thi nghiém tdn xa neutron trén argon & thé
186ng: cdc cyc tri nhon chi ra vi trf clia cdc hat k&€ can. Puong nhién ring g(r) — 0 khi r — 0 vi khi do,
luc ddy gitta cac hat (& day 1 luc van der Waals) di 16n d€ khong tim thdy mot hat ndo & rat gan hat
dang xét. Ta ciing c6 nhin xét tuong ty cho cdc “thi nghiém” trén mdy tinh gan day clia phuong phip
Monte Carlo cho cdc plasma mot thanh phan. K&t qui trén cung cap bdi cdc tdc gid Dewitt et al vao
niam 1998.

25
20

15 |

air)

05 |

0.0

0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
>
r= Ria

H.VIL.2

Qua hinh H.VIL.2, ta thdy riing cdc cuc tri cang 16n khi I' ting, di€u nay c6 ¥ nghia ring ddi vdi
nhitng plasma c6 tham s& tuong lién 16n, s &n dinh cda cdc vi tri cdia cdc ion k& cin cang 16n; plasma
c6 tinh chi't gin vat rin hon, nhu ta d3 nhan xét & phan VILA.1



VIL.A.3 Thé man chin . Pinh Iy Widom

Pé€ tinh d&€n twong tdc clia cdc ion khic va cd cla cdc electron trong plasma ta phdi thay thé uy,
trong bi€u thic (VII.17) biing thé ndng hiéu dung

2
V(R)= % -HR) , (VIL18)

2
Trong d6 %lé th€ ning tuong tdc Coulomb giita hai ion cdch nhau mdt khodng R va H(R) biéu

thi dd gidm cda thé€ ning trén do mdi trudng bén ngoai clia hai ion dang xét nay. Nhu vay V(R) 1a “thé
ning lyc trung binh” va H(R) 1a thé man chdn:
g(R)=e PV, (VIL19)

Can biét ring th€ man chin H(R) déng vai trd rat quan trong trong moi nganh vat Iy mdi khi phai
tinh dén tdc dung cda mat do 1&én cdc hién tugng vat ly. Trong nghién ctfu vé vat 1y plasma cla vat ly
thién vin ching han, th€ man chin dic trung cho dd ha clia rao th€ Coulomb giita hai ion. Néu goi
hyla d s6

hy = (VIL.20)
(Ze)? /a
thi trong nhitng phdn ng hat nhin, chinh th€ man chin da din dé&n thita s6" khuyéch dai:
A=¢tho, (VIL21)

(H(0) 12 ki hiéu clia th€ man chin & khodng c4ch tinh theo khodng cdch hat nhin).

N&u ta bi€u thi chiéu dai va ning lugng theo don vi clia a, 1a ban kinh khdi ciu ion va (Ze)2 /a,
va ky hiéu r :%, ta s& thu dugc biéu thic lién lac giita th€ man chin v ham phan bd xuyén tim
thudng dudc dung sau day:

g(r) = exp{— F(i - H(r)ﬂ , (VIL.22a)

11
H(r) = -tT Ing(r) (VIL.22b)

N A 2, A z 2 A 2z Y A 1 2z N 2z .Y
T hé thitc trén , ta c6 thé nhdn xét rang néu H(r) > —, ta cé V(r) >0 va g(r) > 1: ta néi ring
r

hiéu (tng man chdn la hoan toan.

Vao ndm 1963, mot tinh chdt quan trong xdc dinh dang cia th€ man chin trong lvu chat di dugc
Widom phét bi€u, dugc goi 13 dinh Iy Widom, nhu sau:

“Trong luu chdt hay trong mang tinh thé, thé’ man chdn la ham chdn theo khodng cdch gita hai ion
hay hai nguyén tit va trong vitng bdn kinh héi tu, dugc biéu thi béi mét da thitc ludn phién doi ddu”.

CAn chi y ring dinh 1y trén dudc chitng minh 14n du véi luu chat bdi Widom, va cho thé rin bdi
mot cong trinh gan day (xem tai liéu tham khdo [12, 13]).

Nhu vy, biéu thiic cia th€ man chin dugc viét:

H(r)=hy —h;r? + hor* — .+ (=)'h;r*

Hr) =Y (-D'hr? | (VIIL.23)

=0

Nhu trong phan trén di dugc dé cap dén, h, = lim H(r) 1a s& khuéch dai khi c6 sy tdng hgp clia
r—0

hai hat nhan nguyén t. H& s0 ti€p theo h; cla da thic (VIL.23) da dugc ching minh bdi Jancovici



(1977), c6 gia tri chinh xdc biing 0,25. Cdc hé s& con lai s& phu thudc trang thdi ctia plasma 1a lién két
manh hay lién k&t y&u, tic 1a & trang thai co dic (tinh thé) hodc & thé luu chat. Ta sé xét chi ti€t hon
dic tinh ndy trong hai phan cudi VIL.C va VILD cida chuong.

VIL.A.4 Tinh chat nhiét dong luc clia plasma mot

thanh phan
Hé plasma mot thanh phin 12 hé chinh tic ¢c6 ham tdng thong ké:
1 BEAV) = 4= B AR
- mje PRVIGp,...dpndR ...dR (VI1.24)

trong d6, K 1a t6ng dong ning clia hé. Nhu vay, ta c6 thé viét:

7=7°Q, (VIL.25)
v6i Z° 12 ham t8ng th6ng ké clia khi 1y tudng:
20 = V[R5, by = 2rmkTYN2 (VIL26
_h3NN!J.e p;---dpn _h3_N!( nmkT) (VIL26)
nhu ta da tinh & chuong 111, va Q 1a tich phan ciu hinh da dugc dinh nghia & trén:
Q= LN [ePVdR,..dRy . (VIL.27)
v

Ti cong thitc tinh nang lugng tu do ctia hé:
F=—kTInZ , (VIL.28)
va do cong tinh clia dai lugng nay, ta c6 thé phan tich dai lugng F thanh hai phan: mot phan 1 ning
lugng ty do F, cda khi Iy tudng, va phan thd nhi phat sinh tr twong tdc Coulomb F,, :
F=F, +F,,. (VIL.29)
DPong thdi, v6i nhan xét ring tich phan ciu hinh Q chi phu thudc vio nhiét d6 T =1/kB va mat dd
p thong qua tham s& tuong lién I’ & gidi han nhiét dong lyc: V—>0 vd N -—>oo (trong khi

N LR A
p= 7 = const ), ta c6 thé viét:
Q=N (VIL30)
F, . .
Nhu vay, f(IN) = % , phan du cla ning lugng tu do d6i v4i ion tinh theo don vi ning lugng kT,

chi con phu thudc vao I'. Piéu nay cho phép ta cic cong thifc don gidn d€ tinh cdc dai lugng nhiét
ddng hoc clia he, vi du nhu 4p suit, ning ludgng toan phan, nhiét dung ding tich:

oF 1.d
L Dl s N VIL31
P="%v po[ 3T ar )} (VIL312)
E=-T2 ﬂ(ij - Eo{l +%Fif(1“)} , (VIL31b)
oT\ T 3 dr
oF , d?

trong d6, po, Eo, va Cy 1a cdc dai lugng tuong dng vdi khi 1y tudng:

Po =% , (VIL32a)



3N

Eoy=—. VIIL.32b
" ( )
Cyo= % (VIL.32¢)
Vi c4dc phép mod phdng trén may tinh sé& truc ti€p cho ta dai lugng:
E-E
u= 0o (VIL33)
NkT
12 phan du clia ning lugng ddi véi mdi ion tinh theo don vi ning lugng kT, nén ta c6 thé tinh dugc:
r ’
£(0) = () + | @dr' , (VIL34)
1§

trong d6 T thudng dudc chon bing don vi, 1a gid tri phan biét giita plasma lién k&€t manh va plasma
lién két yéu.

Ta ciing suy ra dugc biéu thic lién hé giita u va ham phan
b xuyén tAm

1.1

u=—T [ —[g(r) - 1]4nr’dr . (VIL35)
2 o !

VILB Mo phdng trong vat 1y thong ké
VILB.1 Mg dau

Su phét trién clia phuong phdp mo phdng chi méi gan day, vi duge gin lién vé6i sy phat trién clia
cdc mdy tinh 16n. Cdc thit nghiém diu tién dugc thuc hién thanh cong bdi Uhlam va Teller tai Los
Alamos vao nhitng nim bon muoi clia thé ky truc. Tai ddy cdc gid tri cia ham phan bd xuyén tim
ctia mdt luu chat gdm nhitng khdi cau ciing hai chiéu di dudc tinh trén mdy tinh diu tién trén thé giGi.
Ta sé& giGi thiéu sd ludc hai phuong phdp md phdng thong dung nhat hién nay 1a phuong phdp Pong
hoc phdn tit (Molecular Dynamics) va phuong phdp Monte-Carlo, va cac phudng phdp phuong trinh
tich phdn da cho mot sd k&t qua trong viéc nghién citu tinh chi't thong ké clia plasma mot thanh phan.

VII.B.2 Phuong phdp Pdng hoc Phan Tu

Trong phuong phdp nady, ngudi ta xét tryc ti€p hé nhiu hat tuong tdc nhau biing cdch gidi cic
phuong trinh chuyén dong: xét mot mdi trudng dugc mod td bdi mdt ham Hamilton, vi du mot luu chat
gdm cdc phin tif tuong tdc nhau theo mdt th€ ning ndo do, ta xud't phat tf modt cdu hinh dau tién
(phan bd cédc phan tif trong khong gian) vd mdt phan bd clia cdc van tdc. Hé dugc dic trong trang thdi
vi chinh tic, tic 12 gdm N hat chi€m thé tich V, c6 1ap vdi bén ngoai, va nhu vy c6 ning lugng dudc
bdo toan.

O mdi budc ctia phép mod phdng, ta tinh cdc vi trf va van tdc méi clia cdc hat nhd céc phuong trinh
chuyén dong Newton va cic luc tic dung 1én mot hat do cdc hat con lai cia hé. Nhu vay van dé 1a
gidi cdc phuong trinh vi phan vdi diéu kién ban dau



Cu thé hon, d6i véi hé gdm N hat ¢6 khdi lugng m trong thé tich V véi diéu kién bién, ta phai gidi
3N phuong trinh chuyén dong lién két (N c6 dd 16n khodng 10 —10*). Hé thdng cdc phuong trinh vi
phan dudc thay thé bdi cdc phuong trinh rdi rac véi moc thdi gian xdc dinh At. Phuong phép tich phan
don gidn nhat dya trén co s& cia khai trién Taylor cdia vi tri cia mot hat § cdc thdi diém t + At va t —
At quanh vi trf cia hat & thdi di€m t. Nhu vay ta c6 dudc thuit todn rit don gidn:

2
F (t+ At = 28 (1) — £ (t - Aty + AU S E(t), (VIL36)

j=1,j#i
trong do, Fij(t) 12 lyic clia hat j tic dung 1én hat i tai thdi di€m t. Sai s& nhu viy vio khodng (At)4.
Con van téc ciia hat i vao thoi di€m t thi duge tinh

vi(t) = ﬁ [%.(t + At) — T, (t — At)] (VIL37)

v6i sai s8 khodng (At)?

Va nhu vay, cdc quy dao cla N hat clia hé s& xdc dinh dudc v6i mot s6 16n budc thdi gian (khodng
10® —10°) va cédc bi€n s§ vi md ¢6 gid tri trung binh theo thdi gian.

Trd ngai clia phuong phdp nay 1a cdc sai sd ting 1én theo thdi gian mo phdng va 1am sao d€ giir
dudc ning lugng khong ddi. Hon nifa, thdi gian mdi budc cia md phdng phadi did nhd so v6i chuyén
dong cla cdc hat, vao khodng 107* —107!%2s. Mit khdc, d€ c6 thé dic trung ddy di cho mot trang
thdi vi mo, sy md phdng phéi kéo dai khodng 10™%s. Nhu vy, cAn phéi thuc hién mot s rat 16n cdc
budc mod phdng. Trong thuc t€, ta thiy ring cAn phdi c6 3.10* d&n 5.10* budc d€ c6 két qua.

Tuy nhién, md phdng Pong hoc Phan T lai 1a phuong phdp mo td qué trinh khdng cin bing va
nhu vay cho phép tinh cdc hé s6 van chuyén, diéu ma phuong phip md phdng Monte-Carlo khong
thuc hién dudc.

VIIL.B.3 Phuong phap Monte Carlo

Khé4c v6i phuong phdp Pong hoc Phan T, mdé phdng Monte Carlo (Xem thém Van dé 1.B_Gi6i
thiéu phuong phap Monte Carlo) dva trén y tudng cdc tip hop thong ké: xét mot hé vi mo & trang thai
cin biing ma ta mudn tinh cdc tinh chat, ta tao ra mot s6 rat I6n nhitng hé tuwong tu. Sau khi tinh todn
gid tri clia cdc dai lugng ma ta mudn c6, ta sé 1dy gid tri trung binh trén tap hop.

Nhu vay, sau khi xdc dinh mot cAu hinh ban dau clia hé, ta s& phai lam phét sinh mot day nhitng
cau hinh chon lya mdt cach ngiu nhién, tic 12 ta phdi c6 mot phan mém cho ta cdc sd ngiu nhién trén
mdy tinh. Va ta phdi c6 cdc vi tri clia cdc hat sao cho niing lugng cia mdi cu hinh dudc phan bd ngiu
nhién. N&€u goi M 12 sd cAu hinh toan phan, gid tri trung binh cia mot dai lugng X xdc dinh cho mdi
c&u hinh dugc tinh:

M
> Xy PR
k=
(X)= 1\4— . (VIL38)
Z e*ﬁEk
k=1

Trong thyc t&, 4p dung hé thitc trén mot cdch don thuin s& din d&n kho khin 1a mdi ciu hinh dugc
tao ra mot cach ngiu nhién nhu vy sé c¢6 ning lugng rat I6n va tifc 1a ¢6 thira s& Boltzmann rat nhd.
That vy, xét mot luu chi't ching han, n€u ta chon tinh c¢d vi tri mot hat ma cac hat lai rit gin nhau
nén ta thudng s& c6 mot gid tri rat 16n cda ning lugng. Do d6 vao nhitng nim ndm mudi cla thé ky
trudc, Metropolis va Teller dd d& nghi mot phuong phdp hiéu qua hon d6 1a khong 14y cdc cAu hinh



mot cdch ngdu nhién, nhung theo mot xac suat 1a ham cda ning lugng: p(E, ). Nhu vy, gid tri trung
binh ctia hé thitc (VIL.38) trd thanh:

u 1
ZXkeiﬁEk . (E )
_ k=l PtEg
(X)= T . (VIL39)
=1 P(Ey)

Ciach chon hién nhién cho ham p 13 tf 1& v6i xdc sudt xudt hién cdc cau hinh & trang th4i cin bing,
tirc 12 tf 1& v6i thita s6 Boltzmann cia phan b chinh tic e PEk. Khi nay gid tri trung binh <X> § trén

trd thanh gid tri trung binh s6 hoc:

M
R

X)=2= =—>X VIL.40
k=1

Phuong phép tinh & trén goi 13 "phép 1@y mdu quan trong" (importance sampling). P& c6 dugc mot
day cdc ciu hinh sao cho su phan bd ti 1& vdi thira s& Boltzmann, ta phdi tao ra modt chudi Markov
(Markov chain), tifc 12 cdu hinh thd k chi phy thudc cdu hinh th¢t k-1 ngay tru6c d6 ma khong phu
thudc cdc ciu hinh thit k-2, k-3,.......

Ta thdy so sinh v6i phuong phdp Pong Hoc Phan T, md6 phdng Monte Carlo ¢ nhitng 16i diém
sau: qua trinh thyc hién trén mdy tinh dé dang hon, cdc két qué c6 dugc c¢6 dd chinh x4c cao hon, va
hon nita, m6 phdng Monte Carlo c6 thé 4p dung cho cic tip hgp thong ké chinh tic, chinh tic 1dn, ...
trong khi Pong hoc Phin tt chi dudc stt dung cho tdp hgp vi chinh tic.

That vay, thanh cdng quan trong clia md phdng Monte Carlo 12 chi cAn hé c¢6 vai trim hat 1a di dé
cho dugc cdc gid tri cia cdc dai lugng dic trung ciia hé & gidi han nhiét ddng hoc. N6i cdch khdc, v6i

N =102, thi su phu thudc cdc gié tri trung binh th6ng ké vao s& hat 1 trd 1én ra't nhd.

Phuong phap mo phdng Monte Carlo da mang lai nhitng k€t qud rit quan trong trong linh vuc
plasma mdt thanh phan trong nhitng nim gan ddy. Cong trinh dau tién vdo nim 1966 dugc thuc hién
bdi Brush va Teller cho mo hinh plasma nay & thé Ivu 0,05<T <100. GAn mudi nim sau, Hansen
cong bd cic két qui c¢6 do chinh xdc cao hon ciing cho plasma Ivu chit: 1<T <160, va sau dé cho
plasma & trang thdi rdn: 140 <T <300.

Cho dé&n nhitng nim gin diy, vao cudi nim 1998, DeWitt et al da thuc hién cdc md phdng Monte
Carlo v6i do chinh x4c rit cao, khodng10™> cho ham phan b3 xuyén tim g(r).

Ciing nén bi€t ring, gin day, cdc phép md phdng Monte Carlo lugng tit ciing di dugc thit trén cic
mdy tinh téc dd cao, vi du nhu bdi Otaga tai Nhit, mic di con rat nhiéu khé khin quan trong phai
Vugt qua.

VIL.B.4 Céc phuong phdp s6 khic

Trong c4c phuong phip ndi ti€ng st dung cdc phuong trinh tich phan dé€ khdo sit cic tinh chit clia
plasma mot thanh phan nhu phuong trinh Born-Green-Yvon(BGY), phuong trinh Percus-Yevick (PY),
hay phuong trinh HypeNetted Chain, phuong phdp sau ciing td ra hitu hiéu nhat. Ta c6 thé tém tit
phuong phap HyperNetted Chain mdt cach so luge nhu sau:

Goi h(r) = g(r) —1 12 ham phén bd xuyén tam toan phdn, ta c6 hé thic sau

g(r) = exp{— r + h(r) - c(r)} , (VIl.41a)
r



trong do c(r) goi 1a ham tuong lién truc tiép, lién hé v6i h(r) qua hé thicc Orstein-Zernike:
h(r) =o(r) + p[ dF cff —F'h(F"). (VIL41b)

Hai hé thic (VIL.41a) va (VIL.41b) & trén tao thanh tip kin
ma ta c6 thé thuc hién cdc phép tinh bsi budc lip.

Nhung khi tng dung cho plasma mdt thanh phin, phuong phdp HyperNetted Chain chi cho ta cic
gid tri chinh x4c ctia ham phan bd xuyén tAm g(r) & cdc gid tri nhd clia tham s6 tuong lién: ' <1. Pdi
véi nhitng hé plasma lién k€t manh, phuong phdp nay cho ta két qud kha sai 1éch so véi nhitng mo
phdng Monte Carlo gan day nhat. Do d6, d€ khio sit cic tinh chit nhiét dong hoc clia plasma mot
thanh phan, ta s& chi ding cic s6 liéu cung ciAp bdi phuong phap HyperNetted Chain d8i véi plasma
lién k&t yéu.

VII.C Plasma lién két manh

Nhu ta d3 thdo ludn & phan VILA, thong thudng, hé plasma cé tham s tuong lién 16n hon hay
bing don vi: I >1, dugc goi 1a plasma lién k&t manh; tuong tic Coulomb giita cdc ion bt dau chi€m
uu thé so véi chuyén dong nhiét hdn loan clia cdc ion nay. Néi cdch khac, vi tri clia cdc ion bit dau c6
trat ty hon. Nhu trén hinh VII.2, ta c6 thé thay ring khi ' >1, thi bit ddu xuit hién cic cuc tri clia
ham phan bd xuyén tAm g(r) , tifc 12 xdc sudt tim thd'y mot ion k& cAn mdt ion ndo do ta xét tai mot vi
tri nao d6 s€ 16n hon & cac vi tri khdc, ta goi d6 1a trdt tw dia phuong.

Nhic lai ring theo nhitng tinh todn gian day thi gi4 tri cda I tai d6 plasma bat dau két tinh 1 bing
175. Nhu vy, ta c6 thé hiéu riing plasma lién k&€t manh 13 plasma c6 hiéu Gng trit tw dia phuong xud't
hién, dic trung clia chit 1dng, cho d€n plasma & trang thdi tinh thé.

Ta ciing da bi€t ring cdc tinh chit nhiét dong luc clia plasma c6 thé tinh dugc tir gid tri clia ham
phin bd xuyén tim g(r) trong khi ham nay c6 thé tinh dugc tir th€ man chin H(r) theo hé thic

(VIL.22a):
g(r) = exp {— r[l— H(r)ﬂ :
T

DPong thdi, dinh 1y Widom lai cho ta bi€t ddi v&i chi't 16ng, dang cia ham H(r) 1a da thic bac chin,

c6 ddu ludn phién ddi theo ban kinh rit gon r = R/a nhu hé thic (VI1.25) da chi ra
H() =Y (-)'hir2 =hy —hyr? +hyr* —hyr® + ..,
i=0

nén ta s& tim biéu thitc cu thé cta H(r), tic 1a xdc dinh gid tri ctia cac hé s h; ddi v6i mdi gia tri cla
tham s6 tuong lién I

Nhu vay, dé khdo sit th€ man chin ddi v6i plasma lién k&t manh, ta s& xét biéu thifc clia thé nay
ctia plasma két tinh T'>175 va plasma & thé 16ng ' <175.

VILI.C.1 Thé& man chin trong mang tinh thé

Xét mang tinh thé gdm N ion c6 dién tich Ze dugc trung hoa vé dién do khdi khi electron phan bd
déng nhdt c6 mat dd p, =Zp (p 1a mat dd dién tich trung binh cla ion). Céc ion c¢6 vi trf cin bing
xdc dinh bdi f{i (i=1,2,...,N), dudgc phan bd theo mdt d6i xtiing nao d6. Goi T; 12 vi tri clia ion i tai
mot thdi di€m nao dé thi dd bién thién ciia thé nang khi cac ion thyc hién do doi T, — f{i dudgc tinh:

V=V, +Vii (VIL42)
trong do:
11

F—ﬁ|‘f—ﬁ-

N
Ve =-Ze’p, Y. [ di (VIL43)
i=1

1




12 phdn d6ng gép clia tuong tdc ion-electron, va

NALIPRCE ST L (VIL44)
2 i,jii i:i _f]| |E(1 _R_]|

la do tudng tic ion-ion.

Goi Hy 1a thé& ning do hiéu tng man chin, ta c¢6 thé viét

~Hg , (VIL45)

Hy sé& dudc tinh theo vi tri twong d6i R=[f -7

, d0 d¥i twong d8i V=R, —R ,(vdi
R,, =R, —R;), nhu dugc bi€u di&n trong hinh H.VIL3

H.VIL3

D& c¢6 thé tinh dugec Hy, ta st dung "phép gdn diing tinh", tic 1a gid st ring do ddi cda cdc ion Ia
nhd so véi khodng cdch lién ion |R12| & vi tri cAn biing. Khi ndy

E=R; (i#12)
?1 :Rl +§
|V|<<|R12|

DPong thdi, n€u goi d 1a khodng cich gifta hai ion gan nhau nhi't & vi trf cAn biing d = |R12|, ta co
thé viét

) R)- .-
Y =[1 _EJRU =ER,,

trong d6 & 1a hé so bi€u thi khodng cich giita hai ion 1 va 2: &=0va =1 tudng tng vdi trang thai
cin bing ban ddu va trang thdi hai ion nay k&t hgp thanh mot .
Biing cdch xét tinh d6i xing trong mang tinh thé ldp phuong tdm khéi (body centered cubic-BCC

lattice), tic 12 khi ta ¢6 d=(n/3)"*a va phuong phdp khai trién da cuc, ta ¢6 dudc bidu thic thé
man chin:



! 1/3 R R
Hp =| —= 1,391160 — 0,258399[—) -0,1 62060(—) +
/3 d d

6 8 10
+0,034887(%] —0,005789(%j +0,000210(%) ] (VIL46)

Chi ¥ ring trong biéu thic trén Hy 1a ham chin theo R, tinh chit ma dinh ly Widom di néu ro
cho chat 1dng.
VII.C.2 Th& man chin trong plasma luu chat

Tir nhan xét riing ta c6 thé khai trién Taylor th&é man chin H(r) quanh Imax » 12 Vi tri cia cuc dai

dau tién clia ham phan bd xuyén tim g(r), g,,,, theo cong thic

H<r>=L+6+Z%{dIH~(r)J (r = fax)', (VILAT)

I'max i b d,I‘1 .
véi
1
o= T Ing . (VIL48)
ta c6 thé viét biéu thitc sau cho th€ lyc trung binh
1
V(r) =~ — H(r) (VIL49)
r
2 3 4
r r r
V(r)=—5+sz(1—] +s3(1—] +s4£1—J +... (VIL50)
max rmaX rmaX

titc 12 ta c6 thé xem V(r) nhu 1a sy phan tich gi€ng th& ddu tién ra lam thanh phan diéu hoa va cac
thanh phan phi diéu hoa c6 bic cang lic cang 16n hon, phuong phdp thudng dugc st dung trong viéc
khdo sit dao dong cla cdc phan ti ludng nguyén ti¥. Cdc hé s6 s; nhu vy dudc xem nhu 1 cdc hing
s6 luc hdi phuc.

Vi nhan xét ring trong khodng T e [5,160] , ta chi cAn khai tri€n haim H(r) thanh da thic bac 12

va trong khodng cdch lién ion rat gon r €[0, 2,72]:

6 . .

H(r) =Y (-1)'h;r?, (VIL51)
i=0
ta tim dugc cdc hé s& h; cho béi:

.5

h; =107 Y aj (InT)*, (VIL51)
k=0
Vi cac hé s§ a} dudc cho bdi bing sau:
h() h2 h3 h4 hS h6

ag 9.39E-02 5.23202 3.85367 -3.97029 -5.91367 | -8.11E-01
a 1.50E-01 -1.92192 -2.1984 3.66246 4.68817 | -4.13E-01
a, -5.21E-02 | 7.48E-01 1.33511 | -3.49E-02 1.82E-02 1.2782
a3 7.23E-03 | -1.23E-01 | -3.49E-01 | -4.07E-01 | -6.06E-01 | -5.91E-01
a4 -2.95E-04 | 7.31E+03 3.99E-02 | 9.17E-02 1.42E-01 1.04E-01
as -9.84E-06 | 4.63E-05 | -1.60E-03 | -6.04E-03 | -9.83E-03 | -6.46E-03




Bang VIIL1

CAn chi y riing bing phuong phap nay, ta c6 thé tinh dudc chinh x4c hiing s& khuyé&ch dai hy, dong
vai trd quan trong trong phan tng tdng hgp hat nhan, tic 12 gidi han him cta ham H(r) & khodng cich
vO cling ngin, trong khi phuong phdp mo phdng Monte Carlo khong thé cho gi4 tri cia ham phan bd
xuyén tdm g(r) & khodng cach nhd nhu vay.

Ta c6 thé nhan xét ti€p theo 1a cdc hé s§ h; da dudc tinh véi d6 chinh xdc

1
= tic Ia tuong Ung

v6i do chinh xdc 10~ cho ham g(r), twong duong v6i dd chinh xdc cho bdi k&t qua cla md phdng
Monte Carlo gin diy. DPiéu quan trong cAn nhin manh I ta ciing rit ra dudc biéu thic cia th€ man
chdn H(r) 12 da thitc bac chin, ludn phién d4u, phit hdp hoan toan vé6i dinh Iy Widom da phat biéu cho
luu cha't, nhung & ddy da dugc chitng minh § da thiic bic cao nhu vay.

VIL.D Plasma lién két yéu

Ta danh phin cudi cling ndy cda chuong cho viéc khdo sdt plasma c6 tham so tuong lién I <1, titc
12 plasma ma hiéu ng trit ty dia phuong chua xudt hién. Cdc két qua clia md phdng Monte Carlo
ciing nhu cdc phuong phdp HyperNetted Chain déu cho thdy ring trong mdi trudng plasma ma ning
lugng chuyén dong nhiét chi€m uu thé so vdi ning lugng Coulomb niy, ham phan b xuyén tim g(r)
c6 ddng diéu bié€n thién 12 ting don diéu theo khodng cdch lién ion, diéu hoan toan phit hdp véi ly
thuyét ¢d dién thudng dudc st dung trong linh vyc nay 1a 1y thuy&t Debye-Hckel. Tuy nhién, nhu ta sé
thay, Iy thuyét thudng dugc chdp nhin nay lai cé nhitng vin d& cAn phdi diéu chinh dé phi hop véi
cdc 1y thuyét ciing nhu thyc nghiém, it ra 13 trong moi trudng plasma mot thanh phan. PAu tién, ta sé
kh3o sit ly thuy&t Debye-Hckel, sau do, ta s& xét xem 1y thuy€t nay c6 thé dugc cai ti€n ra sao.

VILD.1 Ly thuyét Debye-Fckel

Phuong phap Debye-Hckel dugc phat trién tir nim 1923 d€ tinh todn cdc gia tri nhiét dong luc cia
dung dich dién phan manh (nhu dung dich bazo manh, dung dich axit manh, ...). Xét vé phuong dién
hat tich di€n thi cdc hé vatly nay tuong ty véi moi trudng plasma.

Xét mot ion ndo do6 clia hé plasma, cé dién tich q. Chon vi trf clia ion nay 13 gdc toa do. Ion nay
d4y cdc ion khac va hit cdc electron xung quanh. Nhu vdy, ta c6 thé xem nhu ion nay tao ra trong
khong gian chung quanh mot " ddim may" c6 phan bd lién tuc, dic trung bdi mat dd dién tich khdi
p(R). Goi V(R) Ia th€ trung binh sinh ra do ion dang xét vd ddim may clia ion nay.

Ta ¢6 hai ham s6 p(R) va V(R) la hai bi€n s6 phéi xdc dinh. Nhu vy ta phdi ¢ hai phuong trinh:

e Phuong trinh thit nhi't thuin tdy do tinh chdt tinh dién, 46 14 phuong trinh Poisson cho phép ta
lién hé giita th€ ning va mat do dién tich tai mdi di€m:

AV(R) =-4nZ,5(0) + 4me[Zn — Zp(R)], (VIL52)
trong d6 n 1a mat d dién tich trung binh cla cdc ion va A la todn t& Laplace . 8(0) 1a ham delta Dirac.
Chi y ring V(R) phai thda cdc diéu kién gi6i han sau:
lim V(R) = Zze , (VIL.53a)
R—0 R
lim V(R)=0 . (VIL.53b)
R—w



e Gi4 st ring nhiét dd ctia hé plasma di 16n d€ ta c6 thé xem nhu mat dd dugc phan bd bdi thdng
ké Boltzmann:
p(R) =nexp[-pZeV(R)] (VIL.54)
Thay th€ bi€u thic trén clia p(R) vao phuong trinh Poisson (VIL.52) & trén, ta c6 phuong trinh
Poisson-Boltzmann:
AV(R) = —47Z,8(0) + 41Zn{l — exp[-BZeV(R)]} (VIL55)
Ta ciing dua vao khodng cdch riit gon r =R /a va ning lugng theo don vi clia Ze/a , dong thdi dit

V(R)
=——=1V(1) , VIIL.56
Zo/R (r) ( )
ta thu dugc tir phuong trinh (VIL55), n€u nhin xét ring bai todn cé tinh ddi xing cau:
2
dLgr) - 3{1 - exp(— r y(r)ﬂ . (VILS7)
dr r
Nghiém y(r) phdi thda cdc di€u kién giSi han sau:
lim y(r) =1 (VIIL.58a)
r—0
lim y(r) =0 (VIL58b)
I—0
Ta dung phudng phap gan diing Debye tidc 1a tuyén tinh hod thita s6’ Boltzmann:
exp(— ij = _Fy_(r) . (VIL.59)
r r

Va nhu vy, ta c6 phudng trinh:

2
d :gr)_ — 3Ty(r) (VIL60)

Phuong trinh vi phan trén cho ta nghiém:
Yo (D =¢"T, (VIL61)
thod cdc diéu kién (VIL58 a va b).
Nhu vay, ta s& c6 thé trung binh, th€ man chin, vd him phan bd xuyén taim Debye-Hckel c6 biéu
thie 1an lugt 12

e—r\/f
Vpu (1) = .
1_e—r\/3T
Hpy(r)=———,
T
2o (1) =exr{—£e‘fﬁ } .
T

Diéu quan trong cin chi ¥ 12 cdc nghiém trén clia phép tinh gan ding Debye-Hckel chi c6 gi4 tri
khi nao khong c6 tac dung cta trit ty dia phuong, c6 nghia 1a ham g(r) 1a ham ting don di€u theo r.
Khi ndy, ta c6 thé dit diéu kién cho tham sd tuong lién: T < I'.,v6i I, 1a gid tri t61 han ké tir d6 hiéu
trng trat ty dia phuong bt diu xud't hién. Ta s& xdc dinh T, trong phan sau.

VIL.D.2 Hiéu chinh ly thuyét Debye-Hiickel

a) Nhitng gidi han ciia ly thuyét Debye-Hckel

e Ta thit xét sy bi€n thién clia th€ man chin Debye-Hckel Hpy(r) & khodng cdch lién ion rat
ngin, tic 1a khai tri€n Taylor cda Hpy (r) quanhr = 0:



e ™3r 1 1
Hpg(r)=—— =30 1- —r/3T + =T +...
DH r 2 2

Ta thdy ngay su mau thuin cta biéu thitc trén véi tinh chdn ddi v6i bién r theo dinh Iy Widom. Do
dé diéu nay cho tha'y cdc hé thitc Debye-Hckel chi ding véi cdc khodng cdch lién ion r 16n hon mot
gid tri gidi han rpy nao d6 d6i mdi gid tri ctia tham s& tuong lién T,

Mot cich khéc, ta c6 thé xét diéu kién dé tuyén tinh héa thira sé Boltzmann trong phudng trinh

Poisson-Boltzmann biing cdch duwa tham so phu &= % vao phuong trinh (VIL.57) nay:
r

2 Cnini
m:hl“ 1—8+282—183+...+(_1) 2 e+ ...
dr2 373 (i+1)!

T

ta c6 th€ nhan xét ngay ring nghiém Debye-Hckel y(r)=e”~ 3T ¢hi 6 thé nhin dugc vdi déu kién:

ry l—‘e —\/fr
T2 2r
tirc 1a r phai bi chdn trén : r < rpy nhu da nhin xét § trén.
e Ngoai ra, nhu da khio st & muc VILD.1, cic nghiém Debye-Hckel chi dugc chdp nhin vdi diéu
kién cho tham s6 tudng lién I'< T, tdc 12 bdo ddm cho ham phian bd xuyén tdm g(r) khong c6 dao

<1,

dong.
Vi cdc 1y do trén, ta s& thit xét modt phuong phiap d€ vach rd gidi han d4p dung cda 1y thuyét
Debye-Hckel cho moi trudng plasma loang.

b) Hiéu chinh Iy thuyét Debye-Hckel

Nhu vay, ta sé tinh th€ man chin dudi dang:
1_ e—r 3r
_ , T>Ipy , (VIIL.62a)

H =1, !

S (-D)i'hr? r<rpy (VIL62b)

i=1
tic 1a ta xem nhu 1y thuy€t Debye-Hckel chi ding & cdc khodng cdch 1> rpy, con ddi v6i 1 <rpy, ta
phdi st dung dinh Iy Widom. Chii y ring trong biéu thic (VIL62b) § trén, bac cla da thifc dudc xdc
dinh bing 8, phi hdp vdi cdc dit liéu "thuc nghiém" cho bdi cdc phép tinh s va mdé phdng Monte
Carlo, va dong thdi, ta ¢6 gid tri chinh xdc cda hé s6 h,:h; =0,25, theo cdc tinh todn ly thuy€t cla
Jancovici.

Tir cdc phép tinh t&i wu hod tinh lién tuc giita dang gidi tich cia ham phan bd xuyén tim g(r) va

cic k&t qua so c6 dugc, ta xdc dinh dugc bi€u thitc clia khodng cdch Debye-Hckel nhu sau:

I') = 1,62540 + 0.34536Arctg| 3,040301
on (1) rc g[ ! 0,25412]

V6i két qua trén, ta c6 thé d& dang kiém chitng dugc ring khi r <rpy, diéu kién tuyén tinh héa
thira s§ Boltzmann d& dang dudc thda (vi du nhu d6i véi I' =0,05 thi €=138x1072, va ddi véi I'=2
thie=2,67x1072).

¢) Gid tri cia nguong T,

Theo hinh H.VII.2, ta thAy ham phin b3 xuyén tAm g(r) c6 nhitng dao dong tit dan theo khodng
céch trén ion rit gon r. Bién do clia cdc dao dong nay, dic biét 1a clia dao dong thit nhat gidm rat



nhanh theo tham s6 tuong lién T va cudi cing triét tiéu: lim g(r) =g, (r), lim rp,, =Tp.c, va
I'-TI, —I;

ddng thdi g (r) =1 khi r>r,,,,, ta néi riing tdc dung clia man chin 1a hoan toan tai mot gid tri 1, ¢ -
Nhu vdy ta c6 thé viét bi€u thitc clia th€ man chin tai gid tri ngudng clia hiéu ng trat tu dia phuong
phu hgp véi

1
; g INZI'maxC ’
Flin% H(r)=H (r)=1, ' .
¢ Z‘,(_l)lhirz1 » I<IpaxC -

i=1

Diéu duong nhién 1a ta s& st dung tinh lién tuc clia bién dd va hai dao ham lién ti€p ctia H(r) &
diém ti€p xdc Ty -

Cédc phép tinh cy thé cho thdy 1a gid tri ngudng ctia tham s tuong lién phdi bing ', =1,75 dé bdo
ddm sy lién tuc trén. Gid tri trén cho phép ta tinh dudc biéu thic ctia H(r) va cho k&t qua rat phit hop
véGi cdc dit liéu "thyc nghiém" cho bdi mdé phong Monte Carlo va phuong phdp HyperNetted Chain. Ta
c6 thé hinh dung 5 hon hién tugng chuyén tir sy bién thién don diéu sang su bi€n thién dao dong tic
dan (qua gid tri ngudng T, ) trén hinh H.VIL4.

2
1.8 |
1.6 |
14

12 |

08

04

0.2

TmaxC

1

0 1 2 r=ra 3 4
———

L

H.VIL4
N6i tém lai, qua chuong nay, ta thdy vin dé th€ man chin trong plasma mot thanh phan da
dugc gidi quyé&t hdu nhu triét d€ v6i cdc két qua chinh xdc hoan toan phil hgp véi cic s lidu "thuc
nghiém" ma ta c6 dudc hién nay.



Trong gi6i han ctia ndi dung chuong trinh, ta chi c6 thé trinh bay van dé tinh todn cdc tinh chat
nhiét dong luc cia plasma mdt thainh phan mot cich sd luge nhu trén. Cic ddc gid mudn tim hiéu sau
hon van dé c6 tinh thdi sy nay c6 thé doc thém cdc tu liéu chuyén khio & phin tai liéu tham khio (tir
[12] d&n [17]).

Tuy nhién, bai todn tong quit vé van dé nay vin md ra nhiéu phuong huéng nghién citu con dé
ngd hién nay, vi du nhu biéu thitc gidi tich cla cuc dai thit hai ctia hAm phian bd xuyén tim, tong quit
héa phuong phdp trén cho plasma hai thanh phan hay nhiéu thanh phin, ¢ng dung k&t qua trén cho
phép tinh bé rong vach phd (spectral line shape), ...



Chuong VIII

PHUGNG PHAP TOAN TU THONG KE

VILA M6 ta lugng t& mot hé vi mo
VIILB Toén tif thong ké. Tinh chi't
VIIL.C Ung dung clia todn t¥ thong ké

Trong chuong nay, ta s& khdo sdt mot phudng phép rat hitu ich dudc sit dung trong vat 1y thong ké.
Trong thyc t€, ta thudng gidp nhitng vin dé ma trang thdi clia mdt hé vat Iy khong dugce hoan toan xédc
dinh, vi du nhv trang thdi cda cdc nguyén tif trong mot chim tia bdn ra tr mot 10 c6 nhiét do T. Khi do,
dong ning cia cdc nguyén tif chi dudc x4dc dinh mdt cdach thong ké. Phuong phdp st dung todn
thong ké ma ta xét § day 1a su 4p dung ddng thdi cc tién dé clia co hoc lugng ti va cdc két qua cla
phép tinh thong ké.

w@ﬂ 7/”6 ld ét’_ofng liz méf/Lé vl mo

DPé€ thuén tién cho viéc thi€t 1p cd s& clia phuong phdp ciing nhu cdc ¢ng dung clia todn ti
thong ké, ta s& nhic lai vdn tic & day cdc ndi dung quan trong clia viéc mo td mot hé vi mo trong cd
hoc lugng tir, ma ta ¢ dé cap dén trong chuong 1.

wQQA/dj j‘qng %a’i ui mo étofng /74
Theo cd hoc lugng tir, trang thdi cia mot hé vat 1y tai mot thdi di€m t dugc dic trung bdi vecto ket
\‘P(t)> thuoc khong gian & cdc trang thdi cia hé. Sy ti€n hda theo thdi gian cla trang thdi dugc biéu
thi bang phuong trinh Schrédinger:
ih%H’(t)) =H|¥(1)) , (VIIL1)
trong d6 H 13 todn tf Hamilton clia hé.
Khi H khong phu thudc thdi gian, ta néi ring hé 12 hé bdo toan. Khi nay, ta c6 phuong trinh tri
riéng:
Hlo,)=E/|¢,) . (VIIL2)

z s A N 2 (3 : z R = A N 2 *A RN z
Cdc tri riéng E, 1a cdc gid tri c¢6 thé cia ning lugng cia hé va cdc vectd riéng lo,) goila cic

trang thdi dirng ctia hé. Ta c6 thé chitng minh dugc ring n€u hé & trang thai l¢,) tai mot thoi diém to,
hé s& & madi trong trang thdi nay va tinh chit cda hé la doc 1ap d6i vdi thoi gian.

Cdc trang thdi cia hé dugc dic trung bdi mdt vectd ket clia khong gian cdc trang thdi duge goi la
trang thdi thudn nhat.

Chi y riing khi mot gid tri cda E, cho nhiéu vecto ket ‘ (p1/> doc 1ap tuy€n tinh, tdc 1a khi mitc nding

lugng E, suy bién, ta s& c¢6 phuong trinh tri riéng
fo}) = E o} ) (VIIL3)
véii=1,2,..., g,, g, dugc goi la bdc suy bién.
Trong thuc t&, d6i v6i hé vat 1y c6 kich thude vi mo, ta khong thé va va lai khong c6 ich 1gi dé

bi€'t chinh xdc trang thdi vi md lugng tif cda hé, vi s8 todn tif quan sat dugc rat 16n, so sdnh dudc vdi s6
tham s& cAn thi€t d€ x4c dinh hé trong cd hoc ¢ dién. Do d6, ta chi ¢6 thé c6 nhitng thong tin khong



diy dd vé hé vat ly dang xét, tiic 1a ta phdi dung cdc phuong phap thong ké. Tuy nhién ,can nhd ring
céc phép tinh thong ké & ddy phdi dudc sit dung vé ca hai phuong dién: thif nhat, trang thai vi md cla
mot hé lugng ti v& ban chat di mang tinh thdng k&, thif nhi, vi ta chi c6 nhitng thong tin khong day di
vé hé vi md dang xét.

/ZZQ,QQ_#.Q joa'n ki st attqc
guan

Ta bi€t ring d6i véi mot hé hat (khong tinh dé€n spin), trang thai clia hé tai thdi di€m ty c6 thé
dugc bi€u thi bdi ham séng ¥(i,t,), 1a hinh chi€u clia vecto ket |¥(ty)) 1&én khong gian toa do.
Trong cédch gidi thich mot cdch thong ké clia ham s6ng 1a |‘I’(f,to)|2 12 mat do xac sudt d€ hat & vi tri
T tai thdi di€m ty néu ¢ diéu kién chuén héa:

[l¥(E, ) di =1 (VIIL4)

Mot cach tdng quit, khong gian trang thdi &clia cdc vectd ket 1a khong gian vectd trén trudng céc
s6 phitc, dudc trang bi mot tich vo hudéng (khdng gian Hilbert). Tich vd huéng cda céc vecto W) va
) dugc ki higu

(o|¥)=[o"(F)¥(F)dr (VIIL5)
(p| dugc goi la vecto bra, thudc vé khong gian doi ngdu clia khdng gian &

Mot tién dé clia co hoc lugng tir cho ta bi€t riing mdi dai lugng vat 1y do dugc sé& dudc bi€u dién
bing mdt todn it lién hop (hermite) A tuong tng véi khong gian & Todn tir nay dugc goi 1a rodn nit
quan sdt dugc (observable), thda tinh chat sau

(f]Af,) = <f2|A|f1>*, (VIIL62)
tic 1a
+00 +00 +00
[ (Afy)dF = [[£5(Af)]"dF = [f,(A™))d .(VIIL6b)

Ciing theo mdt tién dé clia cd hoc lugng tir, phép do mot dai lugng vat 1y chi cho ta mot trong cic
tri riéng cla todn ti quan sat dugc tudng ¥ng:

AlP)=Al¥P) , (VIIL7)
va tri trung binh ctia két qua do 1a:

(A) = <‘P‘A“P> = [ Awdr (VIILS)

Vi du nhu d6i v4i ning lugng clia hé:

(B)=(v[A| ), (VIILY)
véi

AP n? .

=2 1 0@ =-"-A+0® (VIIL10)

2m 2m

UQQQAB &c vl cét fr‘p vé /Lé éaio loan
guan trong

Mot cich tong quat, tdt ci cdc hé vat Iy c6 ham
Hamilton c6 thé dit dudi dang
A =ab? +bQ? (VIIL11)
(v6i a, b 1a cdc hiing s6 duong) theo cdc todn ti quan st duge Q va P théa hé thic
[Q,P]=1in, (VIIL12)



déu tao nén mot dao dong ti diéu hoa tuyén tinh. ([Q,P] 12 giao hodn ti dugc dinh nghia bdi:
[Q.P]1=QP - PQ).

Da&i véi hat khoi lugng m, chuyén dong mdt chiéu dudi tic dung clia luc hdi phuc F = -kx, ¢6 thé
ndng la:

1
U= Ekxz (VIIL13)
Nhu vay todn tit Hamilton ctia hé dudc viét
A 1 & 1 A
A=—7P2 + —me’X?, (VIIL14)
2m 2
v6i todn tif dong lugng va todn i toa dd trong bidu dién toa do 1a
poind , (VIIL15)
dx
X=x, (VIIL16)
va tin s6 géc
L (VIIL17)
m
Ta ching minh dé dang ring
[X,P]=ih. (VIIL18)

Do d6, hat dang xét 1a dao ddng tir di€u hoa tuyén tinh. Ta chitng minh dudc ring todn ti
Hamilton (VIII.14) c6 céc tri riéng 1a:

E, =[n+1)hm,n=0, L2, ... (VIIL19)
2

titc 12 phS ning lugng 1a gidn doan. Cdc mic ning lugng 13 khong suy bi€n: mdi mifc ning lugng ta
chi c6 mot trang thdi riéng |¢,) tuong dng.

Chu thich:
o Néu ta dt

4 %(Q + ib) (VIII.20a)

va
1 A A

at = —2(Q —iP), (VIIL.20b)
ta sé co

[4,a%]=T, (VIIL.21)

(#la todn tir don vi)
Va néu dct

H = E, (VIIL.22)
ho
N=a'a, (VIIL.23)
ta chitng minh dugc rang:
A —atas Lot
2 2

Goinva |n) la tri riéng va vecto riéng cliaN : N|n) =n|n), ta s& c6:
a/n) =+/n|n-1) (VIII.24a)



a*|n)=+vn+1|n+1) (VIII.24b)
H|n)= (mij n) (VIII.24c)
tite la
1
EN E, =ho/ n+ 5 (VIIL.25)

(Cdc mitc nang lugng cdch déu nhau, va mitc co ban la %’) dao déng tir diéu hoa luong tit khong

bao gio & trang thdi nghi).
o Khi tdc dung A" va 4~ lén In), ta cd:
a*|n) > |n+1) cd ning ligng E,; =E, +ho nén ta xem nhu &% da “sinh ra” mét liigng ni
ndng lugng ho nén A* dugc goi la todn ti sinh.
aln) > |n—1) ¢6 nang lugng B, | =E, —hw nén & da lam bién mdt mot lugng 1 ndng lugng
ho; a dugc goi la todn ti hity.
Cidc todn tir 47 va 4 dudc st dung rong rai trong ly thuyét trudng luong tir d€ md td cdc qua trinh
sinh hat va hly hat. Vi du nhu mot photon ¢6 ning lugng cao tuong tdc vdi vat chat sé cho hat va phin
hat, nhu photon mang ning lugng 1 MeV sé& cho mdt cdp electron va positron.

b) Rotator lugng tit

Ta c6 hé thic gitta ning lugng E va momen dong lugng L clia mot rotator ¢8 dién:
)
E-L
21
trong d6 112 momen qudn tinh ctia hé.
(Xem thém chuong III: Phan bd chinh tic. Ung dung)
Do d6, hé rotator lugng ti cé todn t& Hamilton

(VIIL.27)

N
2
n-L , (VIIL.28)
21
v6iL 12 todn ti momen dong lugng. Nhung ta biét ring:
A
L*|j,m)=A%j(j+ )| jm) , (VIIL.29)
véi
m=0,+1,£2, ..., 4 (VIIL.30)
tirc la c6 2j+1 gid tri cia m.
Do dé:
. 2
Hj,m)zEj(j+1) j.m)=E;|j,m) (VIIL31)
72
= E;= Ej(j +1). (VIIL.32)

Ta c6 mirc nidng lugng E; suy bi€n bac gj= 2j+1.



V09995 Trang this i m
Trong trudng hgp céc trang thdi vi mo thudn nha't khdng dudc bi€t rd, nhung c6 gid tri clia xdc sut
P, d€ hé & trang thdi thudn nhat |¥,); P, d€ hé & trang thdi thudn nhdt | ¥,); ..., ta néi ring ta c6 mot

“hon hgp thong ké” (mot trang thdi vi mo) clia cdc trang thdi thudn nhit |\¥,),|\¥,), ... v6i cic diéu

kién cho xédc sut ppy:
0<p, <1, (VIIL.33a)

S P =1 - (VIIL33b)
Khi nay, d€ do mot dai lugng vat Iy A nio dé clia hé, ta tinh gid tri trung binh cia A néu hé §
trang thdi | W, ):
A, = <‘I’m‘A“{’m> (VIIL34)

Gid tri trung binh cla A ctia hé 1a mot hdon hop
thong ké dugc tinh:
A=Y PnAp - (VIIL35)

V9IS Todin ti thng he. Tk chat
VIIL.B.1 Céc hé thic quan trong trong ¢d hoc lugng ti
Trong cd hoc lugng i, mot tip {|u1>} cdc vectd |u;) tao thanh mot co s& n€u bt ky vectd trang
thdi | W) ndo ciing c6 thé dugc bi€u di€n mot cach duy nha't theo cdc vectd |u;):
(VIIL.36)

|‘P>=Zi:°i|ui>

Hé thitc trén dudc goi la hé thitc phdn tich phd.
Cd s {|ul>} 12 cd s truc chudn néu ta ¢é hé thicc truc chudn sau:

(VIIL37)

fuiu;) =3, {sij =0 néui#j,

Sij :1.

Khi nay, ta c6:

<“j\‘1’>:;ci<“j

ui>=Cj .

Nhu vay:

\‘P>=§ci\ui>=2<ui\‘f’>\ui>=ZQui><ui\)‘f’>

i i

=(§ui><ui j‘*’>-

Tuac la:

Z|ui><ui| =1




(VIIL38)

Hé thifc trén dudc goi la hé thitc dong, hé thitc nay chifng td ring tip {|u1>} tao thanh mot ¢ sd.

W.KQ /.?Léit didn ma trgn cda todn b

Xét mot todn ti tuyén tinh A . Trong mot co s& {|ui>}, ta c6 thé lién k&t A v6i mot diy s dudgc
xdc dinh nhu sau:

A= <ui

1

A‘ u j> (VIIL39)

Cédc s6 hang A;j nay phu thudc hai chi s§ i va j, dugc xép thanh cdc phan t clia mdt ma trin: A;;
cho ta s& hang & hang i va & ¢t j cla ma trAn nay. No6i cdach khdc, todn ti A dugc bi€u di&n bdi mot
ma tran trong cd sd {|u1>} nhu sau:

_All A12 Y Al_] “oe
A21 A22 ...Azj cese

A o P : = A (VIIL40)
A Ap Ay

(Chii y riing ta ciing c6 thé dinh nghia tuong ty nhu trén trong trudng hop co s6 1a lién tuc).
V&t clia todn t& A, dude ki hiéu TrA hay SpA, dugc dinh nghia 13 t3ng cia cdc phin ti cha ma
trin chéo A

A

TrA=Y A; = Z<ui
i i

ui> (VIIL41)

Ta c6 thé chitng minh dugc ring v&t cia mot todn t A khong phu thude vao co sd:

TrA=z<ui A ui>=z<wj‘A‘wj> (VIIL.42)
i i
V&t clia mot todn tf ¢6 cdc tinh chdt quan trong
sau:
i) Tr(AB)=Tr(BA) (VIIL43a)
ii) TrABC = TrBCA = TrCAB (VIIL.43b)

That vay, ta xét hai cd sd truc chuffn{|ui>} va {|V1>} Do hé thitc dong (VIIL.38) cho cd sG {|Vi>},

]A

ta co:

A

Zi:<ui ui>

Nhung:

ui> = §<ui |{Zj:‘ Vj><"j



Zixui |{Zj:|vj><vj }A ui> = izj;<ui|vj><vj Aui>

:§<VJ u; fui | v;)

= Z<Vj |A{Z|ul><ul |}| Vj>
j i
= §<VJ‘ vj)
(O trén, ta da dung hé thic déng cho cd s& {|ui>}).
Viay: A A
> (ui[Afu;) = Z<uj|A|“j>’
i j

titc 12 tdng ctia nhitng phin t& chéo ciia ma trin bi€u dién todn td A khong phu thudc vao co sd. [
Ta c6 thé chirng minh hé thitc (VIII.43a) nhu sau:
TrAB = Z<ui |AB|u;) = Z(ui |A|uj><uj |B|ui>
i i,

do 3 [uj){u[ =1

= TrAB= Z<UJ |B| ui><ui |A|uj> = Z<u1|AB|uJ>
i,j J
=TrBA

A

A

do Z|ui><ui | =1 U
i
VIILB.3 Toén ti thong ké (trudng hgp thuin nhat)

Ta biét riing gi4 tri trung binh clia todn tif quan sat dudc A vao thdi diém t dudgc tinh:

(A)=(P(t)|A|¥(1)). (VIIL44)
V6i {|u, )} 1a mot co 58, vectd trang thdi | ¥(1)) duge viét:

W)=Y cn(®u,) (VIIL45)

Dlug)=1, (VIIL46)

néu ta gid s | W(t)) duge chudn héa. Do d6, tir (VIIL44), ta c6:
(A)D)= X Ch(t(uy [A(CH (D) uy)
n,m

= > Cr()Cn (t)uy |Aluy,)

= (A)(t)= XCh(OCH(DA 5 (VIIL47)
vOi
A ={u, |Aluy,) (VIIL4Y)

12 phin t& ciia ma trin biu dién todn & A .
Nhung mit khéc, ta lai c6:



(up [PONP()|uy) =ChOC, (D) (VIIL49)

nén ta c¢6 thé dinh nghia todn tit mat do hay todn tit théng ke p(t) bdi:

p(t) =| WO P(1))

Nhu vAy, todn tif thong Ke p(r) auoc bieu dién bdi ma trin thdng ké c6 cdc phan tif trong cd s§
{|un >} la:
P () = (U [P 1) = CLOC (1) (VIIL51)
Véi todn tit p(t), hé thite (VIIL46) dugc vist:

3Ca (0] = 2 CEOC, (B = Y pun(0)

= Zlcn(t)l2 =Trp(t) =1 (VIIL52)

Hé thic (VIIL47) trd thanh:
(A)t)= 2 CLOCH (DAL,

n,m

= Z<um |’S(t)| Up ><un |A| um>
= Z<um |[5(t)A| um>

m
= (A)(t)=Tr[p(t).A] . (VIIL53)
Cu6i cung, phuong trinh Schrodinger
i %| (1)) = H| (1)) (VIIL54)

dudgc bi€u thi bdi todn tir thng ké nhu sau:
434 a
o0 =[ Sl v v+ v Svw)]
1
(—in)
- % [Acvpco - poyiic)]

= % H(O) P (O)) (1) + KIG)E10])8

doo s
= ap(t) = [H(t),p(t)] (VIIL55)

véi [ﬁ(t),f)(t)] 12 dau ngoic Poisson.

Phuong trinh (VIIL.55) & trén 1a phuong trinh Liouville dudi dang co hoc lugng tir; thay vi dau
ngoic Poisson trong cd hoc ¢8 dién, & day ta c6 giao hodn ti (ﬁ@ - ﬁfl)

Tém lai, v6i todn tif thong ké p(t), su bdo toan xdc suat dudgc cho bdi:

Trp(t) =1, (VIIL56)
gia tri trung binh ciia mét todn tir quan sat dugc dugc tinh:
(A)(t)=Tr[Ap(t)[Tr[p(HA ], (VIIL57)

va su ti€n héa theo thdi gian clia mot trang thdi dudc bi€u thi bdi:



i % p(t) = [AA().p(v)] (VIIL58)

Ngoai ra, tir dinh nghia (VIIL.56) clia todn ti thdng
ké, ta suy ra dudc:
e p(t) 1a todn t& hermitic:

(P[0 @) = (o]p|¥)", (VIIL.592)
hay
(po| W) = (o] p¥). (VITL59b)
° p°(t) =p(t) (VIIL60)
e Trp(t)=1 (VIIL61)

V6i dinh nghia clia todn t P(t), ta ¢6 thé tinh dugc xdc sudt P(a,) d€ phép do clia todn ti quan
sat dugc A cho gid tri a,. That vay, vi:

En

|1Pn>= Z u}l><u;
Pn:Z

uj ) (ul
i=1
(i=1,2, ..., g, gnla bac suy bié€n).

(P, dugc goi I todn tif hinh chi€u).
Theo mot tién dé clia cd hoc lugng ti¥, x4c suit d€ todn tlif quan sat dugc A cho gid tri a, la

&n . 2

F(an) = > (un|¥) (VIIL64)
i=1

Pay) = (¥|P,|¥) (VIIL65)

Tur do, ta co:
P(ay) = Tr[P,p(1)] (VIIL.66)

|¥)=P,|¥) (VIIL62)

vGi
gn
(VIIL63)

Vay:

VIILB.4 Todn tif thdng ké (trudng hdp hdn hop thdng ké)

Bay gid, ta xét trudng hop tdng quat, tic 12 ta c6 mdt hdn hgp thong ké; trang thdi clia hé c6 thé 1a
|‘P1> véi xdc suat py, hodc Ia |‘P2> véi x4c sudt py, ..., véi

0<pi,p2s -+ P> --- <1 (VIII.67a)
>op =1 (VIIL67b)
k

Goi R(ay) 12 xédc suat d€ ta c6 két qua a, clia todn t quan sit dudec A, néu vectd trang thdi la
| P):
B (ay) = (Wi [Po| Wi ) (VIIL68)
Vay, xdc suit dé ta c6 k&t qui a, clia todn t& A 1a
%(a,)= ;Pk@k (a,



Nhung vi theo hé thite (VIIL66) clia trudng hop thuan nhat:
He(ay)=Tr(pyP,) (VIIL.69)
v6i
Py =|\I’k><\I’k| (VIIL.70)

12 todn tif thong ké tuong ng vdi trang thdi ‘I’k> , nén:

Play) =Y piTr(pyPy) = Tr{Zpkkanj .
K K

Néu dit:
p =2 PrPi (VIIL71)
k

ta s€ co:

(‘P(an) = Tr(an)

(VIIL72)
Nhu vay, todn tf p dugc xem 13 todn tir thong ké clia hé, dugc tinh 12 gid tri trung binh clia cdc

todn t& P, . Ta cling c6 thé viét:

A = = ¥ ¥
p %pkpk %| /PP (VIIL73)

Hé thitc (VIIL73) § trén c6 thé duge xem nhu 12 hé thiic dinh nghia clia todn t thdng ké tuong
rng v6i mdt hdn hgp thong ké.
Khi nay, gid tri trung binh clia mot dai lugng vatly A dugc viét:
(VIIL.74)

A =(A)=Tr(pA)
That vay, vi theo dinh nghia:
A :ZPm<\Pm |A|le>

m

= %;Pmﬁ’m Al ui)u; [A] ¥ )
= Zi:§<ui |\Pm>Pm<LPm |A|u1>

=2 (ui[pA[us) = Tr(pA) (= Tr(Ap)).

VIII.C Todn tii thong ké trong vit Iy thong ké
Trong phan cudi cling nay clia chuong, ta sé xét c4c ng dung clia todn tif thong ké trong vat ly
thong ké. PAu tién, ta sé bi€u thi cong thifc dinh nghia clia entropi thdng ké va sau d6, sé viét lai cic
bi€u thitc clia cac phan bd thdng ké theo todn ti nay.
/MQQQCI é]n/ropi /Aé;zg Lé
a) Dinh nghia

Trong mdt hdn hgp thdng ké cla nhitng trang thdi thuan nhat, vi mdi trang thdi lugng tl thuan nhat
khong dugc bi€t rd nén ta phdi dwa vao cdc phép tinh thdng ké. Vay, ta phai tinh mic do thi€u thong



tin cda hon hgp nay, tic 1a phdi dua vao khai niém entropi thong ké dugc tinh theo todn t thong ké
(Xem thém Chuong I: M6 td thong ké hé vi mo) nhu sau:

S(p) =—-k.Tr(plnp) (VIIL.75)

That vy, v6i phép tinh logarit ciia todn tif p dugc dinh nghia nhu 1a todn tif ¢6 cling vecto riéng
vGi todn tif nay (vGi cédc tri riéng 1a logarit cia tri ri€ng clda p):
(Inp)o;) =(nP )} i),
ta c6, trong mdt cd s& {](pi)} bat ki:
S(p) =-k2(oi[pInp|g;)
i

:_kz<(Pi|plnPi|(Pi>
1

= —kz<(Pl |P1 1nP1|(P1>
1

Viy, ta tim lai dugc cong thic dinh nghia cta
entropi thong ké:
S=-k) P/InP;.[] (VIIL.76)
i

b) Tinh chat
® S(p)=0 v6imoi p.
e S(P) c6 gid tri cyc ti€u biing khong n€u va chi n€u mdt trong cdc tri riéng ctia P bing don vi, tat
ca tri riéng khdc bing khdng, tic 1a n€u va chi n€u p mo td mot trang thdi thuin nhat.
e Goi Q 1a s6 chiéu clia khong gian con cla
nhitng vectd trang thdi mod td hé, khi cdc trang thdi 1a
ddng x4c sut, entropi thong ké c6 gid tri cuc dai:
S(py) =kInQ. (VIIL78)
e Né&u S(p;) va S(p,) la entropi thong ké clia cac hé .%f v .% tao thanh hé .% entropi thong ké
cia ./ 1a dai lugng cong tinh, tic 1a:
S(P) =S(p1) +S(p2) » (VIIL79)
vGi S(p) 1a entropi cia
W99C2 Mls ti trang thi v mo
Ta gia sl ring cdc trang thdi vi md dirng ctia hé dugc xdc dinh, tifc 1a ta bi€t dugc cdc vectd riéng
|£> cua todn t0 Hamilton cua hé:
H|¢)=E,|¢), (VIIL.80)
trong d6, E, 1a cdc tri riéng, tuong Gng vdi cdc gid tri c6 thé clia ning lugng. Ta ciing gid st ring cdc
vectd ket |€> 14 truc chuin:
(| )y =8, (VIIL81)
va tap hgp cdc vectd nay tao nén mot cd sG cua khdng gian trang thdi cia hé, tdc 1a ta c6 hé thic
doéng:
Slee|=1. (VIIL82)
()



Nhu vay, trang thai vi mo cia hé dugc dic trung bdi tdp hgp {P(g} clia cdc xdc suit P, dé hé &
trang thai ding |£> , v6i diéu kién chudn héa:
P, =1. (VIIL83)
()
Véi hinh thiée ludn cda todan t& mat do, trang thdi vi md dugc dic trung bdi {P(} dugc mod td bdi

todn t mat do:

p=2P|)¢| . (VIIL.84)
()
Khi nay, diéu kién chuin héa (VIIL.83) dudc viét:
Trp =1 (VIIL85)

UQQQCB jocin /74 lﬁéhg é‘é cAfn/L leic
a) Todn tit théng ké vi chinh tdc

Khi hé vatly ta xét 1a hé co 1ap, c6 ning lugng xdc dinh 12 E vdi sai s6 SE. C4c trang thdi vi mo
kha di {‘ fa>} 1a nhitng trang thdi | ) théa diéu kién:
E<E, <E+3E. (VIIL.86)

Goi Q 13 s8 cdc trang thdi khi di ndy. Theo tién dé co ban, § trang thdi cin bing, cic trang thai
nay déu déng xdc suit, tic 1a:

1 .
P, =5 n&u |/, ) thda (VIIL86),
P, =0 néull,)khong khd di.

Viy, todn tif thong ké clia phan b vi chinh tic c6

dang:
n 1
p =2 Sllallal - (VIIL87)
Q
(La)
theo (VIIL.84).
Hay
1
P =— Z|ga><ga| . (VIIL8S)
Q
()
Néu ta goi
Py = X[l ){lq] (VIIL89)
(£a)
12 todn tit hinh chié¢u 1€n khong gian con céc trang thai vi mo kha di, ta c6:
e
p = aPa (VIIL.90)

Ta c6 thé ki€m ching ring " thda diéu kién chudn héa. That vay, ta tinh v&t cda p* trong co sd

[4):

Ak

p

Trp* =z<€
¢

Nhung vi:

)= (IRl



(U[Po]0)= (0|0 )00 £)=1 néu|f)1a khi di

(a)
=0 n&u |¢)1a khong khd di
nén
Trp*—i 21—iQ—1
Qis @

(ta c6 tdng cla Q s hang). [

b) Todn tit thdng ké chinh tdc
Ta bi€t ring mot hé . & trang thdi phAn b3 chinh tic khi cAn biing véi hé diéu nhiét c6 nhiét do T,
xdc sudt clia cdc trang thai dirng 1a:

P, = L o-pes (VIIL91)
7
trong do
7=y e P (VIIL92)
(0)
Tur hé thac (VIILL94), ta co:
) 1
p=>—ePEeln)e. (VIIL93)
02
Vi Z 12 hiing s8:
I
p=1 ety
()

Va vi ta ¢6 thé dinh nghia hAm mii clia todn ti¥ (tir cong thifc khai trién chudi cia him mii), nén
tir phuong trinh tri riéng (VIIL.80), ta co:

e PH| 1) = e PE¢| ) (VIIL94)
That vay, n€u dinh nghia
. 1< _pp
p=—>ePH )], (VIIL95)
z
()
ta c6 thé viét
. 1 g
p=—e P3| 0], (VIIL96)
()
Va nhu vay, do hé thitc déng (VIIL.82), cudi cing
ta co:
b= %e_ﬁﬁ (VIIL97)

Va tir diéu kién chudn héa cho {P,}, ta c6 cong thic tinh ham t6ng thdng ké ctia phan b chinh

tic:

Z=Tre P (VIIL98)

c) Todn tit thong ké chinh tdc lon
Khi ta c6 hé .7 trao ddi hat va ning lugng v6i hé trit hat .77 c6 nhiét @6 T va thé héa hoc p, ta c6
cdc phuong trinh cho céc trang thai ditng |€> :



H|/)=E,|/) (VIIL.99a)
N|¢)=N,|¢) (VIIL.99b)
v6i Hva N 1a todn t&f Hamilton va todn tit 56 hat.
Ta noi riing khi . can biing v6i .7, xdc sudt P, d€ ./ & trang thdi | () dugc cho bdi:

P, = % ¢ BE(—N) (VIIL.100)
véi
Z=Y e BEN) (VIIL101)
()

T d6, twong tu v6i phan bd chinh tic, ta cling suy ra dugc hé thitc tinh todn ti thong ké cho
phan bd chinh tic 16n:

« 1 g\
Pz PN (VIIL102)

Véi Z 12 ham t8ng thdng ké 16n dugc tinh bdi:

7 = Tr e PUH-1N) (VIIL103)

Vi du: Ta xét trudng hgp mot hat ty do ¢6 khdi lugng m & trong mot khdi 14p phuong kich thu6e L.
Todn t Hamilton ctia hat dugc cho bdi
2 2 (A2 2 2
o fga__ A [0° 08 0 (VIIL104)
2m 2m{ox*  ay* oz’
trong khi ham riéng ciia H thda diéu kién bién tudn hoan
Yx+Ly,z) =YX y+Lz)=¥Xxy,z+L)=Y(x,y,z) (VII.105)

s€ c6 dang
P(F) = % oikF (VIIL106)
L
va tri riéng c6 dang
21,2
E= hzk , (VIIL.107)
m
véi
- 21
k= Tn . (VIIIL.108)

(n la vectd c6 cac thanh phﬁn 12 cac sd nguyén 0, 1, £2, ...)
Trong bi€u dién toa do, d€ tinh ma trin thong ké
chinh tic, ta viét:

(FleP|7) = §<f|E>e‘BE<EIf’>
=Y e PRwp (Wi () .
E

Véi WE(T) cho béi (VIIL.106), ta co:

(VIIL109)



jex { P k? +ik(f - )} dk  (VIIL110)

s
= exp (r-t1 )2 .
[zsz Eaad

Tu do, ta co
Tele )= [(r]e P r)a7
3/2 (VIIL.111)
—v| 2
(2nﬁh2]

D6 1a biéu thitc cia ham tdng thdng ké ctia mot hat trong mot hop cé thé tich V.
Tt cac hé thac (VIIL.110 va 111), ta c6 dugc cong thitc tinh ma trdn mat do:

a1
<I' T > = V€Xp|:— 2Bh2

Cubi ciing, ta hay th{ tinh gid tri trung binh cla ning lugng

p

(f—f’)z} . (VIL112)

~ R n? m . _, -
<H>:Tr(pH):—m v? exp{— 23712 (r—r)z}dr
A 3
1 m . o, m . o, - H)=—kT, VII.113
:ZBVJ{S—zﬁhz(r—r)ﬂexp{—zﬁhz(r—r)ﬂdr:< > o) ( )
_3
_2[3

k&t qué ma ta chd ddi.
(Ta ciing c6 thé tinh <ﬁ> theo cdch khac:

(i1) = Tr(He ™) | 0 ) 1Py L0 (VILIL)
Tr(efBH) op



BT VIIL.1 Ching minh ring néu todn tf thong k& P thda mdt trong hai dicu kién:
. 2
Hp~=p
(i) Trp? =1
thi ta ¢6 trang thdi thuin nhat.
BTVIIL2 Chitng minh c4c tinh chit sau cda todn tit thong ké
1) todn tit thong ké 12 hermitic.
2) todn tif thdng ké luon duong hay biing khong (([p|@) =0, V|p)).
BT VIIL3 Chitng minh cdc hé thic (VIIL.102, 103) cho todn tif thong ké trong phan bd chinh tic 16n
o = Lo Bli-%).
Z
7 = ze—B(Ee—HNz) )
(0



Chuong IX

THONG KE LUONG TU:- KHi FERMI Li TUONG

IX.A Tinh chdt tdng quat
IX.B Khi Fermi li tuéng & nhiét do thap
IX.C Khi electron trong kim loai

Trong chuong ndy va chuong ti€p theo, ta s& xét cdc hé hat ddng nhit va chi y dén cic hiéu tng
lugng tf mot cdch chinh x4c lién hé d&n tién dé ddi xting trong cd hoc lugng tir, ddng thdi gia sk ring
tuong tic giita cdc hat 12 khong dang k€, titc 1a hé hat dugc xem nhu doc 1ap.

Can phai nhdn manh ring gid thi€t sy doc 1ap giita cdc hat rit it gip trong ty nhién, vi hiéu @ng
lugng ti chi xud't hién 16 rang & nhiét 6 rat thap va cdc hé vatly ta gip rat hi€m khi ¢ thé dugc xem
nhu 12 hé hat doc 1ap. Mot vi du ma ta c6 thé dung phép gan ding “trudng trung binh” d€ xem nhu cdc
hé hat 13 ddc 1ap 1a trudng hgp hé céc electron trong mang tinh thé, ma ta sé& xét chi ti€t & phan IX.C.

IX.A Tinh chdt tong qudt
IX.A.1 Khdiniém khi Fermi li tuong

Hé khi Fermi li tudng 12 hé cdc hat ddng nhi't, doc 1ap, khong phan biét dudc va c6 spin ban
1 3 n WA ane s . .. ~
nguyén (s = 5 X ...) tic la theo ti€n dé dodi xdng trong cd hoc lugng tu, c6 vectd trang thai ket (hodc

12 ham séng trong biéu dién toa d6) 1a phdn ddi xitng. VAy, cdc fermion tuan theo nguyén Ii loai trir
Pauli: hai fermion ddng nhat khong thé & cling mot trang thai riéng 1é. N6i cich khac, sd fermion &
trong mot trang thdi riéng 1& (L) chf c6 thé 1a 0 hodc 1: N, =0,1. Vay, cdc fermion phan bd theo

thong ké& Fermi-Dirac.

. . N P | NI : X o A
Cdc electron, cdc proton va neutron c6 spin s = —, nén déu 1a cac fermion. B6i v6i mot nguyén tir

[\

trung hoa vé dién, thi néu s6 cdc hat cAu thanh (gdm electron, proton va neutron) 1a s& 1& thi sé& 1a
. . 2 .3
fermion, vi du nhu dong vi “He.

IX.A.2 Cdc dai lugng ddc trung

a) S6 hat trung binh & mot trang thdi riéng 1é (1)
Theo hé thic (V.26) clia chuong V, ta bi€t ring s6 hat trung binh chi€ém déng mot trang thdi riéng
1é (A) c6 nang lugng &) dudc tinh:

1
BE

N, = (IX.1)

| . s A AR A R e g N
trong do, B = T va pla thé héa hoc cua h€, dau ti€én khdong c6 gid tri gidi han nao.

Vi biéu thie trén, ta c6
0<N, <I, (IX.2)

nhin xét hoan toan hop li n€u ta nhd ring mdi trang thdi riéng 1& (1) chi c6 nhi€u nhat 12 mot hat.



P& khdo sdt sy bi€n thién clia ﬁx(sx) theo mic ning lugng &, , ta c6 thé xem nhu ning lugng
bi€n thién lién tuc: g, —> ¢, va khdng bi chin bdi cdc mic nidng lugng cd badn g. Khi ndy ta ¢6 ham s6

thuc

1
NE)=———"". IX.3
theo bi&n s6 thyc & va c6 cdc tham s6 1a p va T.
Pao ham clia ham s6 nay theo ¢ dugc tinh
_ BePle—1)
dN(e) _ —Pe <0 (IX.4)

de [CB(E—H) +1]2

nén ham N(e) gidm theo &; di€u c6 thé hiéu ring & cdc mic ning lugng 16n, s6 hat sé& it hon so v6i s6
hat & mifc ning lugng thap.
Pudng tiém cin ngang cia ham N(g) dugc xdc dinh biing cdch cho £ — o :N(e) — 0. Vay, dudng

bi€u dién N(g) nhan truc hoanh Ot 1am dudng ti€m cdn ngang.
Ta dé dang thiy ring dudng bi€u dién c6 tAm ddi xding tai diém I(e=p, %) va tai gid trie=p,
dudng bi€u dién cé diém udn.
Vai trd clia tham s6 nhiét do T dugc xdc dinh bang cdch cho T—0,, téc 12 p— +oo. Khindy
ePEM 5 40 (tic1aN(e) > 0) néu: e>p,

ePEW 50, (e 1aN(e) > 1) néu: e<p.

N (e T, )
I
T, T=0
T.> T,
0.5
0 M T
H.IX.1

Vay & nhiét d@d T rit nhd, dudng bi€u dién N(g) c6 dang bic thang taic = .

Ta c6 thé hi€u riing & nhiét @6 T = 0, cdc mic ning lugng £ <p déu bi chi€m va cidc mic ning
lugng &>p déu béd trong. Khi nhiét do ting 1én, N(g) #0 v6i £>p nén mot sd hat bit ddu chi€m
cdc mifc ning lugng 16n hon th€ héa hoc nay.

b) Cdc dai lugng chinh tdc lén

e SO hat trung binh cda hé:

e 1
N=SN, =Y—— . (IX.5)
ST & B
e Ham tdng thong ké 16n:
-1z, (IX.62)

M)



g, = ze—ﬁNx(Sx—u) —14e Pler-w)

N;,=0,1
1
9 -\, ( )
e Ning lugng trung binh clia hé:
— — €
E=>¢g N, =>—"— (IX.7)
) ) e—B(gx—H) +1
e Thé 16n:
J=—KTInZ = —kT ln[H gk] = kTY Ing,
) M)
J=kTY In(1-N;). (IX.8)
M)
e Ap suit chinh tic 16n:
ol 0
Y Y K TY g, | .
P="v T v [ 2 E’*}
™)
0
e Entropi chinh tic 16n:
oJ 0
§=- -2 —kTZln&k}
S=-kY [1-N,)In(1-N,)+ N, InN, | . (IX.10)

)
IX.A.3 Trudng hop phd niing lugng phan bé lién tuc
a) S6 trang thdi vi mé kha di. Niing lugng

Ta xét hé hat ddng nhit ma qui ludt chuyén dong c6 thé mo td gin ding trong khong gian pha.
Goi g 12 bac suy bi€n cia mdi mic ning lugng. Khi nay, vi cdc mic ning lugng xem nhu phan bd lién
tuc nén ta ¢6 thé tinh mat dd trang thdi trén mdt don vi ning lugng. Bai todn nay c6 thé gidi chinh xdc
biing cdch xét him séng twong ng véi mot hat chuyén dong véi didu kién bién (xem Van dé 1.C_Mat
d6 trang thdi cta khi 1i tudng).

Tuy nhién, d€ tim mat d6 trang thdi cho mot hat, ta ¢6 thé 1i luain mot cich don gidn nhu sau:

Ta bi€t ring trong thé tich pha nguyén t6 dqdp ctia khong gian pha tudng tng v4i mot hat, sd
trang thdi cia hat c6 toa dd suy rong trong khodng (q,q+dq) va c6 dong lugng trong khodng
(p,p +dp) dudgc tinh:

dQq.p) = - dqdp. (IX.11)
v6i h=2nh va gla bac suy bi€n clia mifc ning lugng & tuong ng.

DPé€ c6 so trang thdi c6 dong lugng trong khodng (P, p + dp ), ta 14y tich phan theo bi€n g trong todn
thé tich V:

dQ(p) = [-£-dgdp=-=-dp [ dq
vh oy



dQ(p) = % dp . (IX.12)

Dé tinh s6 trang thdi c6 do lon dong lugng trong khodng (p,p +dp), ta ding hé thitc
dp=dp,dp,dp, =p” sin 6dpdbde (IX.13)
va 13y tich phan trong toan khdng gian theo 0 va ¢:
Vg ¢ 2. Vg o T T
dQ(p)=—5 [ p” sinOdpdddep =— p*dp [sinBd6 [ de
0,0 h -1 0
Hai tich phan cda v€& phdi dugc tinh dé dang bing 4w, va nhu vay:

4V
dQ(p) =52 pZdp (IX.14)
Pit
a=dmVe | (IX.152)
h3
ta co
(IX.15b)

dQ(p) = ap*dp

e D& xét s0 trang thdi dQ(g) c6 ning lugng trong khodng (&, € + de) tuong ng véi dong luong c6
dd 16n trong khodng (p,p +dp) trong trudng hop hat chuyén dong phi tuong ddi tinh, ta dung hé thirc
gilta ndng lugng va dong lugng:

g=2_ (IX.16)
2m
de=PdP (IX.17)
m
Thay gia tri cda p va dp tinh theo hai cong thirc trén vao (IX.15), ta ¢6
2nV
dO(e) = 7;3 £ om)*/ 2! 24e |. (IX.18)
pit
o = %(mn)” 2, (IX.19a)
ta co
dQ(e) = a's! de (IX.19b)

Can chid y ring cdc hé thitc (IX.14, 15a, vd 15b) c6 tinh tdng qudt, trong khi cdc hé thic (IX.18,
19a, va 19b) chi c¢6 gid tri cho trudng hdp ¢ dién phi twong ddi tinh. N&€u chuyén dong cda hat 12
tuong ddi tinh hodc siéu tuong doi tinh, ta phai thay cdc cdng thitc (IX.16) va (IX.17) bing cdc cong
thitc thich hgp.

Khi trudng hgp chuyén dong phi tuong ddi tinh dugc 4p dung, ta c6 cong thiic tinh s6 hat clia hé
suy ra tlf trung hdp phd ning lugng gidn doan (N = ZNX ):

)

N = [N(g)dQ(e) (IX.20)



+0 1/2d8

j e (IX.21)
Va tir hé thic
E = zﬁ)\’g)\’ B
)
ta co
E = [ eN(£)dQ(e) (IX.22)
+00 3/2
de
1X.23
b=a I P (1X.23)

Céc cong thic trén ¢6 dudc tif nhan xét ring vi dQ(g) 1a s6 trang thdi c6 ning lugng trong khodng
(e,e+de) va N(g) 1a s8 hat trung binh ¢6 ning Iugng &, nén N(g)dQ(e) phaila s6 hat c6 ning lugng
phan b trong khodng (&, &+ de).

b) Thé lon

Phét xuat tir hé thitc tinh th€ 16n J trong trudng hdp cho ning lugng phian bd gidn doan (IX.8), ta c6

cong thiic sau trong trudng hgp phd ning lugng phan b lién tuc:

+00

T=KT [In(1 - N)dQ(e) . (IX.24)
0
Véi biéu thitc cia dQ(e) tinh theo (IX.19b), ta c6
+00
I =KkTo' [In(1-N)e'*de . (IX.25)
0
Dé tinh tich phan trong cong thifc trén, ta ding phuong phap tich phan tirng phan bing cich dit:
v=In(1-N)
du=¢"%de = u=%s—:3/2
Vi
_ N — 1 _ ~B(e-1)
V—ln(l—N)—ln(mj——ln(l'f‘e )
theo (IX.14), nén:
Ble—p) .
av=Pe gy,
1 + e_B(S P’)

Vay
+00 +o0
J=kTo' _[Vdu = kTo{uvk}o - judv}
0 0

o]

= kTa’[— % &2 In(1+ e_B(S_”))}

r2 7 NT
—kTa —BI83/2Nd8.
0 3 0
S& hang diu tién trong cdng thifc trén triét tiéu vi

lim &2 In(1+e PEM) =0 .
E—>0

Vay



J=—2 ,T &3 2de

- | ——. (IX.26)
3 51- ePle—1)
So sanh biéu thitc trén vdi (IX.23), ta thay:
1=_2p |. (IX.27)

3

c) Ap sudt
P& tim cong thifc tong quat tinh 4p suat cia hé khi Fermi, ta xét hé .2 12 phan hgp clia hai hé nhd
VA Sy S =1 US . Vi thé 16n 1a dai lugng cOng tinh nén néu goi J 14 th€ 16n cda ./” va J;, I 1a
th€ 16n cla .7, />, ta cé
I=J,+J,.
Do d6, néu ta c6 thé tich V’ clia mot hé dugce phan lam o phidn nhd, mdi phan c6 thé tich V, ta s&
co
T, 1w, V') = J(T, 1, aV) = oJ(T, 1, V).

Vay

oo oo

Mit khac, ta ciling cd
oJ(T,u, V') 0J(T,u, V) oV’ V' oI(T,u, V")

oo oV’ oa. oV’
Nhung ta biét riing 4p suit chinh tic 16n dugc tinh theo cong thic:
__0I(T,p, V)
ov'
nén
ATV _ oy (IX.29)
oo
So sanh (IX.28) véi (IX.29), ta cé:
]
p=- V . (IX.30a)
Vay, tir hé thic tinh th€ 16n theo ning lugng (IX.27), ta c6
_2E
P=35 . (IX.30b)

cho phép tinh 4p suat cia hé mot khi ning lugng cia hé dudgc xédc dinh.
d) Gidi han cd dién ciia hé khi Fermi
CAn nhd ring cdc hiéu Wng lugng tif ctia hé hat fermion chi bi€u hién 6 § nhiét do thap, con vdi
diéu kién nhiét d6 cao, ta phai tim lai k&t qud cia hé khi c¢d dién. Thit vay, trong trudng hop

ePEM 551 v6i moi gid tri € > 0, tir cong thire (IX.21) tinh s6 hat clia hé:
o gl24g

Nza’j—_ ,

ta c6 dudgc:



+o0 +oo
N=o J.e“ﬁsl/ze_ﬁgds =o/eP Isl/ze_Bsds ) (IX.31)
€0 €0

Ta gid sit phép tinh c6 do chinh xdc dd 16n v6i g = 0. Khi nay, biing cdch dit bi€n s6 phu:
1 2
y= (BS)A , tich phén trong bi€u thic trén dugc tinh:

+00 12 -p 2 +00 9 2
- —Pe qe — -y
I—js e da-w_[ye dy.
€0 €0
St dung tich phan Poisson, ta ¢

2 n

B3/2 4 :
Vay
a'etPyn
- 2B3/ 2
Cong thitc nay cho phép ta tinh th€ héa hoc:
2B3/ 2
e =N — (IX.32a)
ar
3/2
p=—kTIn| — (2s + 1)( j (IX.32b)
2mh?
bing cdch thay gid tri clia o’ tlf cong thic (IX.19a), v6i g =2s+1.
Tuong tf trén, ta c¢6 thé tinh ning lugng E tir cong thite (IX.23):
—+00
E=a’et [£%ePde . (IX.33)
0

Céc cong thiic cua tich phan Poisson cho:
32 pe 2 T 42 2 3\/—
J.ﬁ € dSZBSTJ.ye dyzﬁsTg T.
0

_ 3maePH

ek (IX.34)
S dung hé thic (IX.34a) cda ™, ta c6
o 3\52 N %/[3_3; >3 N
tic la
E= %NkT, (IX.35)

k&t qui ma ta di bi€t clia cd hoc thdng ké c6 dién.
DPong thdi, tir hé thite tong quat (IX.30b) tinh 4p suit p theo E: p= %%, ta suy ra lai dugc phuong

trinh trang thdi cta khi 1i tudng:
pV = NKT. (IX.36)



IX.B Khi Fermi li tuéng & nhiét do thap

Ta da thdy & trén 1a trong trudng hop nhiét do cao, thong ké Fermi-Dirac trd thanh thdng ké
Maxwell-Boltzmann, tic 12 trd thanh khi Ii tudng cd di€n, ma ta tim lai dugc cdc k&t qua triing hgp véi
k&t qua da c6 dudc vdi co hoc thong ké c6 dién. PE thdy o cdc hidu tng lugng ti¥, ta cAn xét hé khi §
nhiét do thap. Pau tién , ta s& xét trudng hgp gidi han nhiét dd tuyét ddi ra't nhd, c6 thé xem nhu biing
khong, va sau d6 sé& xét trudng hgp nhiét do thap.

IX.B.1 Khi Fermi li tuéng hoan toan suy bién
a) Miic ndang luong Fermi

Ta xét trudng hgp nhiét do di thap (B dd 16n) d€ c6 thé xem nhu thira s§ Fermi
ePEW 51 néu > u,

ePEW 5 0 néue< u,
tirc 12 s hat trung binh & trang thai (A) dudc tinh:
N, >0, néug>p,

N, ->1 néue<p.

Khi nay dudng bi€u dién ﬁk (¢) theo ndng lugng € c6 dang bac thang tai gid tri € =p . Gid tri ddc
biét nay clia thé héa hoc, tai d6 ham ﬁk(a) gidn doan, dudc goi 1a mitc Fermi. Vay, mic Fermi dugc
dinh nghia 1a th€ héa hoc & nhiét do khong tuyét doi. Va khi nay, hé khi Fermi dudc goi 1a khi Fermi
hoan toan suy bién.

Y nghia vat i cia hién tuong trén ¢ thé dude hiéu 1a & nhiét dd khong, ti't cd cdc mifc ning ludng
nhd hon e =p, déu bi chi€m, trong khi ti't cd cdc mic ning lugng 16n hon ¢, déu bé trdng. Va khi
nhiét do ting 1én thi mot s& hat s& bt diu chi€m mifc ning lugng 16n hon mic Fermi.

Vay, s6 hat tong cong clia hé dudc tinh theo cdng thitc (IX.19b):

o) Ro Ko
N = [NdQ(e) = [dO(e) = o' [&'*de . (IX.37a)
0 0 0

Tich phan & v€ phdi clia phuong trinh trén tinh d& dang cho
2

N = goc'pg/z (IX.37b)
Tir cong thic tinh o’ § (IX.19a), ta ¢6 cong thitc tinh mitc Fermi:
_ﬁ 672 N 23 . (IX.38)
Mo oml 25+ 1V
Ta th
6l N 1/3
Kp=| 22—~ | (IX.392)
2s+1 V

trong d6, Kr 1a vecto s6ng Fermi dugc dinh nghia bdi



(IX.39b)

Chi thich:

Ta c6 thé hiéu khdi niém vecto séng K nhu sau:

Xét mot hat chuyén dong tu do (khong tuong tdc vdi cdc hat khdc) trong mot thé tich V. Pdu
tién, ta sé khong xét dén tdc dung cia truong thé. Gid sit hat la phi twong déi tinh cé khoéi luong m va
dong luong p. Khi nay, ham séng Y(¥,t) ciia hat phdi cé dang séng phdng:

YT, 1) = Ae K0 = yp(g) 7 (IX.40)
truyén di theo phitong ciia vecto song K va cé bién do A. Ndng luong € ciia hat lién hé vdi tan s6 goc
@ qua biéu thiic:

e=ho. (IX.41)
Thdt vdy, ham song Y (T,t) phdi théa phuong trinh Schrédinger:
in aa_\f =Y. (IX.42)

Vi ta c6 thé xem nhu thé ndng trong thé tich V bang khéng, todn tit Hamilton H chi lien hé dén
dong ndng ctia hat:

A =Lp2 =L(—ihV)2 =—ﬁA , (IX.43)
2m 2m 2m
VJi
A=V? = o’ + o + o’ . (IX.44)
ox? 8y2 oz°
Pt
P(F, 1) = Pe O = pe /Mt (IX.45)

trong do, Y khéng phu thudc thoi gian t. Khi do, phuong trinh Schrodinger (IX.42) cho ta phuong trinh
Schrédinger khong phu thudc thoi gian:

AY =¥, (IX.46)
hay
AY + 2—“218\1' - 0. (IX.47)
h

Phutong trinh (IX.46) chitng t6 rdng dai lugng & tuong 1ing véi cdc gid tri riéng cé thé cé dugc
ciia H va do dé, chinh la ndang lugng ciia hat.

Phutong trinh (IX.47) c6 nghiém téng qudt:

g = A (Fxx Ky 2) _ p iKE (IX.48)
véi K la vecto hdng (c6 cdc thanh phan K, K, va K;) va dugc goi la vecto song. Thay (IX.48) vao

(IX.47), ta thdy (IX.47) dugc théa néu:
2me

2 2 2
- (K{ +K§ +K5) + 2 =0
ticc la:
72K2
2m
Bdivi
PY¥ = —ihVY = K'Y,

(IX.49)

e =



ta co
p=rnK. (1X.50)
Tém lai, mot hat tw do c6 ndng lugng &va dong lugng P tuong iing vdi mot séng phdng cé tin

56 géc wva vecto séng K lién hé vdi eva p qua cdc hé thic Planck-Einstein sau:

€=hw
p="HK,
tite la
2 242
_p K (IX.51)
2m 2m

Chinh hé thitc nay cho phép ta dinh nghia vecto séng Fermi trong biéu thitc (IX.39a) & trén.

Theo nhan xét § trén vé mitc Fermi p, ta thi'y ring trong khong gian K, cdc vectd séng c6 do
16n nhé hon K sé tuong (ng v4i ta't cd cdc trang thdi riéng 1é bi chi€m déng tai nhiét d6 T = 0, va céc
vectd séng c¢6 do 16n 16n hon K tuong tng vdi cic trang thdi trong. Vay, trong khong gian K nay, néu
ta v& mit cAu ban kinh Kg, mit cAu nay s& phan chia cdc trang thdi bi chi€m vdi cdc trang thdi trong.
Hinh c4u ban kinh Kg nay dugc goi 14 hinh cdu Fermi.

Dong lugng Fermi, duong nhién dugc dinh nghia: p P = nKg.

Tir dinh nghia clia midc Fermi p,, ta ¢6 thé dinh nghia nhi¢t do Fermi Tr (hay nhiét dp suy bién)
bGi hé thic:

KTe = py (IX.52)

Ta s& thdy riing phép tinh gin ding nhiét do khong tuyét ddi & day sé& chi nghiém ding n&u nhiét
do cda hé 1a rat nhd doi véi nhiét dd Fermi:
T<<Ty. (I1X.53)
b) Ndng lugng toan phdin
Khi nhiét dd cda hé gan bing khdng, ning lugng toan phan clia hé dudc tinh tir hé thitc (IX.22) va
(IX.19b):

© Ko Ho
Eq = [eN(e)dQ(e) = [edQ(e) =o' [&'%de
0 0 0

E, = % a'py’? . (IX.54)

Nhu vay:

3
E() = gNkTF (IX.SS)

Gi4 tri ndy clia ning lugng dic trung cho mic ning lugng cd ban ciia hé, 1a mdt hé qué cia
nguyén li loai trir Pauli.
Ciing nhu trong cdc nguyén ti¥, hé N cdc fermion doc 1ap duge x&p trong N trang thdi riéng 1é c6
ning lugng thap nhat c6 thé.
c) Ap sudt luong it
Tir cong thitc tdng quat (IX.30b) d€ tinh 4p suit, nhin xét ring vi ning lugng clia hé cho bdi
(IX.55), ta c6 cong thitc:



2B, 2N 4 o 52
=220 2 T = — . I1X.56
POy TSV F T syt St

Hay la
2/3

2 12 ( 4an? 3N
. IX.57
Po = 15m(2s+1J (2\/) ( )

Viy, ngay c4 § nhiét do gan nhiét do khong, 4p suat Fermi li tudng cling vin khong triét tiéu, ma
c6 gid tri po dudc tinh & trén, dugc goi 1a 4p suat lugng tir. Pay ciing 1a mot hé qud clia nguyén Ii loai
trit Pauli: ¢ nhiét d0 T = 0, cling c¢6 nhitng fermion ¢6 ddng lugng khdc khdng (c6 gid tri § trong
khodng 0 va gi4 tri tuong ¥ng v6i dong lugng Fermi: pp = #K ), nén vin ton tai cdc va cham cla cdc
hat nay véi vach ngiin tao nén 4p suit.

IX.B.2 Khi Fermi li tudng suy bi€n

Trong phan nay, ta xét trudng hdp nhiét 6 T clia hé di thAp (ning lugng dic trung kT dd nhd) dé
ta c6 thé tinh gan diing mot so tich phan c6 dang:

+00
I= [N(e)p(e)de . (IX.58)
0
trong do:
1
S IX.
N Bl (1X.59)

dudc goi la ham Fermi.
V6i diéu kién ham (p(s) lién tuc déu va kha vi cho £€>0, ta c6 dudc (xem phan phu luc):

= jcp(g)dg +— (kT) [ dJ +O(TY) . (IX.60)
i

a) Thé héa hoc

St dung cong thiic tdng quat (IX.21) tinh s& hat N ciia hé:
o (172
de

N=a I BE— 1

ta thay (IX.60) dugc 4p dung v6i

o(e) =¢'"?
cho ta k€t qua

N= o{iu” —(KT) (1 5]+®(T4)] (IX.61)

Nhung tir cong thitc (IX.37b) tinh N theo mic Fermi: N = %a'ug/ 2 ta c6 thé dit

w=po[l+aT? +O(TH],

2 k ?
a=——o | —1 .
12 \ o

va tim dugc:



2 2
w= u0[1 - T—z(k—TJ + @(T4)] . (IX.62)

Ko

Hay ta ciing tinh dugc thé héa hoc nay theo nhiét do Fermi Tk:

2 2
w= kTFll - 715_2 [le + @(Tl)“} . (IX.63)
F F

b) Ndng luong toan phdn va nhiét dung & nhiét do thdap
Tuong tu trén khi tinh th&€ héa hoc p, ta ding hé thic (IX.23) tinh ning lugng toan phan E trong
trudng hop téng quat
+00 83/2d8

E=d | —— ,

va cdng thitc gan ding (1X.60) véi

o) = &2
ta cé
il 2 3/2
E=o ja3/2ds+“—(kT)2 ey O(TH)
0 6 de
L il
i 2
E=of 2052+ X a2 202 o) | (IX.64)
|5 6 2
Duing hé thitc (IX.62) cho p, ta c6
) 2
E =N 1+ %[ KL ) Loerty | (IX.65)
5 12 { py
Hoic tinh theo nhiét dd Fermi va niing lugng toan phan Eg 6 T = 0:
5 2 4
E=Ey| 1+ | 1| ol L (IX.66)
12 \ T Te
A 2, 2 cA 2 7 2, LN A ~ P N aE
Hé thic tinh nhi€t dung dang tich 6 nhi€t do thap c6 dudc tir Cy, = F :
\%

5 12 (g w2

Tirc 1a & nhiét do thap, nhiét dung ti 1& v4i nhiét do, hoan toan khic véi két qua ta di cé d6i vdi

2
3 sn2( k n? k2
Cy = —Nuol— [—J 2T + @(T3)] =T (X6

khi 1i tudng c6 dién: Cy =%Nk doc 1ap vé6i nhiét d6. Piéu nay cho thdy gi6i han d4p dung cho phép
gan diing c& dién 12 v6i nhiét dd phai dd cao.
IX.B.3 Piéu kién dp dung cho phép tinh gan ding nhiét dd khong

So sdnh cdc hé thic (IX.52, 55) @€ tinh thé héa hoc va ning lugng toan phan & phép tinh gin ding
nhiét do khong va cc hé thic (IX.63, 66) d€ tinh cic dai lugng nay & nhiét dd thap. Ta thdy cdc cong
thitc nay triing nhau véi diéu kién:

T<<Tg.



Tic 12 phép tinh gin ding nhiét do khong c6 gid tri néu nhiét do cla hé rdt nhé so vdi nhiét do
Fermi

h2 6 5 N 2/3
Tp=—— | o | (IX.68)
2mk| 2s+1V

Ta nhin xét ring nhiét 4o Fermi ting theo mat do hat N/V va ti 1& nghich vé6i khdi lugng m cla
hat, tifc 1a phép tinh gan ding nhiét do khong cang chinh xdc khi hé khi cang ddm dic va hat ciu tao
nén hé khi c6 khoi lugng cang nhd. C4c diéu kién trén cho phép ta xdc dinh dudc phép tinh gan ding
nhiét d6 khong dudc 4p dung vdi do chinh xdc tuong doi.

IX.C Khi electron trong kim loai

IX.C.1 Mé hinh cac electron tu do, djc lap trong kim loai

Kim loai dudc cdu tao bdi cdc ion hiu nhu ditng yén va cdc electron bat dinh xit (téc 12 him séng
tuong Gng trai trén sudt thé tich clia kim loai). C4 hé 1a trung hoa vé dién. Phuong phdp tinh gin ding
don gidn nhdt 14 xem nhu bd qua dugc cic tuong tic clia electron vdi cdc ion mang tinh thé (cdc
electron xem nhu cdc hat tu do) va tuong tic gitta cdc electron vd§i nhau (cic electron 1a ddc 1ap nhau).
Vi cdc gid thi€t nay thi cdc electron xem nhu 14 tao nén mdt hé khi Fermi ty do trong thé tich V cia
kim loai, v nhu viy, ta c¢6 thé st dung cic k&t qua dinh lugng da c6 & muc IX.B & trén cho céc
electron trong kim loai.

Can biét ring phép tinh gan ding cic electron doc 1ap & trén thudc loai phép gin ding trudng
trung binh: ta xem nhu mdi electron chiu tdc dung clia mdt thé trung binh tao bdi cdc ion dinh x( & niit
cia mang tinh thé va cia ti't cd cac electron khic (c6 phan bd dién tich lién tuc). Thé trung binh nay
di nhién 13 c6 tinh chu ky clia mang tinh thé. Phép gin ding nay cho cic k&t qua tuong d6i chinh xdc
cho nhitng trang thdi c¢6 ning ludng quanh mic Fermi (vdi sai s6 khodng kT). Ngudi ta chitng minh
dugc ring trong nhitng diéu kién néu trén, cic electron tuong tac c6 thé xem nhu cic chudn hat hau
nhu ddc 14p, va, cdc hat ma ta goi 1a electron & trén that ra 12 cdc chudn hat d€ c6 thé xem nhu 13 doc
lap.

Ngoai ra, phép gin diing electron ty do gid thi€t ring mang tinh thé dugc thay thé bdi sy phan bd
déu dién tich. Nhu vay, mdi electron chuyén dong trong moi trudng ma mat do dién tich bing khong
do sy bu trir gifta phan bd do ion va phan bd clia céc electron khdc

(Phan bg dién tich ion c6 thé xem nhu lién tuc né€u budc séng lugng ti ctia cac electron rat 16n so
vdi budc clia mang tinh thé: A >>a).

IX.C.2 Céac dai lugng ddc trung

Goi Zy 1a s6 electron héa tri clia mdi nguyén ti kim loai, chinh s6 electron nay trd thanh céc
electron din tao thanh hé khi Fermi. Goi A 12 khdi lugng nguyén tir va p 1a khdi lugng riéng cla kim
loai, nhu vay, mdi don vi thé tich c6 chita p/A mol. M&i mol lai ¢6 N, = 6,02.10 nguyén t& va mdi
nguyén tl cung cip Zy electron din nén mat do electron 1a

n=ZyN, % (IX.69)

Do 16n cia n 12 vio khodng 10 cm™ (xem bdng IX.1), titc 12 khodng 1000 I1dn 16n hon mat d6 khi
6 dién & diéu kién thong thudng.



Nguyén | Zy n I VE Lo Tk
1o (102 cm™) | (A) | (10°cm/s) | (eV) | (10°K)
Li 1 4,7 1,7 1,3 4,7 55
Na 1 2,6 2,1 1,1 3,2 3.8
K 1 1.4 2,6 0,9 2,1 2,5
Cu 1 8,5 1.4 1,6 7,0 8,2
Ag 1 5,8 1,6 1.4 5,5 6,4
Au 1 5,9 1,6 1,4 55 6,4
Mg | 2 8.6 1.4 1,6 7.1 8,2
Fe 2 17,0 1,1 2,0 11,1 13,0
Al 3 18,1 1,1 2,0 11,7 13,6
Pb 4 13,2 1,2 1,8 9,5 11,0

Béng IX.1 (B.Diu et al)
Trong bing trén, ta thi'y c¢6 néu ra dai lugng r,, dugc dinh nghia 1a ban kinh khdi ciu chifa trung
binh mdt electron, tic 1a c6 thé tich bing 1/n:

1/3
rsz( & j : (IX.70)

4mn

Do 16n clia 1, cia hé khi electron trong kim loai 12 vao khodng vai A.

Pai lugng ve 12 van tdc¢ Fermi, tirc 12 vain td¢ cia mot electron c6 ning lugng Fermi dudc tinh bdi:
hK g

Vg : IX.71)

me

c6 dd 16n dang k€, bing khodng 1% van tdc dnh sing trong chan khong.
Cdc gid tri cia mdéc Fermi va nhiét do Fermi dugc tinh theo cdc cong thic:

thz
Ho=——", (IX.72)
2m,
va
212
Ho _hKF
_Mo _ , 1X.73
"7k 2km (1X.73)

c

Ta thiy doi v6i kim loai, Tg ¢6 gid tri nhd nhdt 13 vao khodng 10*. Tdc 12 & nhiét d6 T thong
thudng, ta c6 T << Tg: cdc electron ddn trong kim loai tao thanh hé khi Fermi suy bién & nhiét dd ma
kim loai con & thé rin.

Nhu ta di thdy qua hé thitc (IX.67), nhiét dung ctia hé khi electron ti 1& v4i nhiét dd. Tuy nhién,
cAn nhé riing sy déng gép vao nhiét dung chi y&u do dao dong ctia cdc ion & niit mang tinh thé, con
dnh hudng ctia hé khi electron chi th'y rd & nhiét d thap.

IX.C.3 Hiéu t'ng nhié€t ion. Pinh ludt Richardson- Dushman

A E 4
/ i
E X A
)
Mo -W
O =y A\ 4

H.IX.2 H.IX.3



Mic dit duge xem nhu chuyén dong hiu nhu tu do trong thé tich V clia kim loai, ngay khi d€n gin
bé mit kim loai nay, cdc electron chiu tic dung clia hang rao th& c6 dd 16n —W. Chi c6 nhitng electron
6 dong ning dd 16n méi vugt qua khdi hang rao the nay va ra khéi kim loai. O nhiét do thong thudng,
s6 electron nay rat it. Tuy nhién, khi nhiét d6 ctia hé 16n hon, s6 electron ra khéi bé mit kim loai tr§
nén ding k&. P6 1a hiéu ng nhiét ion ma ta s& khio sit dinh lugng & day:

Theo cdng thitc (IX.12), s6 electron ¢6 dong lugng trong khodng p va p+dp véi dp = dp,dpdp,

dugc tinh:
dN(p) = N(&)d(p) ,
véi
N(e) = I S
B ePle—ro) L7
va

.. Vg . 2V
dQ(p)=h—3gdp=h—3dpxdpydpz ,

vi d6i v6i electron, bic suy bién g dudc tinh:

g=2s+1=2(%)+1=2.

N 1
(do spin cta electron bang s = 5 ).
Su phian bg cﬁa electron theo px dudc tinh:

_dpydp,
dN(px)_ B 1

(IX.74)

(IX.75)

(IX.76)

(IX.77)

Nhung trong he toa do cyc tuong duong vdi hé truc Descartes cla (py, p,):

dp,dp, =p'dp'do’ .

Vay
2Vdp, 7 °F p'dp'do’
dN(py ) =——=— f J —é)(g_ﬁo) .
h p'=06'=0 € +1
V61 ndng lugng € dudc tinh:
L I
2m 2m 2m
oBeh0) _ o B0 oBs _ o B0 oBlpd /2m+p? /2m)

eB(efuo) =Ae"

trong do:
A= eB(P)% /2m—p0) ,
va
2
aoPp
2m

Do d6, phuong trinh (IX.79) dugc viét:
4nVdp, T p'dp’

dN(p,) = — .
h’ OAe +1

(IX.78)

(IX.79)

(IX.80)

(IX.81)

(IX.82a)

(IX.82b)

(IX.83)



du= B prdpr’

m

ta co
4nVdp, mT du
dN(p,) =X T[S (IX.84)
h® B yAe" +1
bit tich phan trong v€& phdi la:
T du T e Vdu W
I:J. " :J. _u=—[1n(A+e u)]o
0 Ae” +1 0 A+e
[=In(A+1)—In(A)
= I= ln(l + ij . (IX.85)
A
Vay
47mkTV 1
Mat do s electron theo phuong py dugc tinh:
dN
(py) _ 4mmkT ln(l i}dpx (IX.87)
\% h?
Vi sau thdi gian dt, mat dd s6 electron vudt qua mdt dién tich S vudng géc véi thanh phan pr la
dN
vxdtsix) , (IX.88)
\%
nén mat do dién tich dudc tinh bai:
dN
dQ, =ev dtS %X) (IX.89)
va mit do dong dién tich dudc tinh
dQ dN(py) _ e  dN(py)
df, =—%=ev = —p,— . IX.90
st YTV T m™ v (190
dN
Véi %") tinh theo (IX.87), ta c6
4mekT 1
dJ, =h—3pxdpX ln(1+Xj . (IX.91)
Goi ¢, 1a ning lugng tuong &ng v6i thanh phan py cda dong lugng:
2
g, =X (IX.92a)
2m
d
= dg, =PxPx (IX.92b)
m
Vay
dr, = wln(l + l)dsx . (IX.93)
h? A

D& electron c6 thé thodt ra khdi bé mit kim loai, ta phdi c6 &, >—W, v6i —W la gi€ng th€ sinh ra
do c4c ion trong mang tinh thé€, nén mat dd dong dién tich bio hoa theo phudng vudng géc vdi bé mit
nay la



sat

+00
_ dmemkT S g D e (IX.94)
3 A S
h™ Ly

A= eB(p,z( /2m—uo) _ ef’(sx—uo) ) (IX.95)
Vi chi nhitng electron c6 ning lugng di 16n méi thodt dude ra khéi bé mit kim loai

Blug —&y)>>1 < 1n(1 + %) ~ % —ePMome)  (1X.96)

Vay, phuong trinh (IX.94) tr§ thanh

+00
Jsat = w JCB(HO —Ex )dSX (IX.97)
h
-W
4memkT 1 —e ) e
Jat :—h3 E[_eB(uo Sx)]_w
4memk?
T = %Tzeﬁ(“ﬁw) . (IX.98)
Nhung vi
-W=p,+d , (IX.99)
v4§i @ 14 cong thodt, nén ta cé
2
Ty = 4“6’;’1‘ T2e-®AT | (IX.100)
h

Cong thic trén ching t3 ring mat o dong dién tich bio hda Jg ti 16 véi T2e ¥*T. P6 1a ndi dung
ciia dinh luat Richardson-Dushman vé hién tugng nhiét ion.



BAITAP

BT IX.1 Chitng minh riing dudng biéu dién cia ham Fermi theo ning lugng € vdi cdc tham s& T va

1
N(e, T,u) = —F——
eB(S_H) +1

nhan diém I(w,1/2) 1am tam ddi xdng.
BT IX.2 Hay ching minh hé thic (IX.10):
S=—kY[1-N;)In(1-N,)+N, InN, ]
)
cho entropi ctia phan bd chinh tic 16n.
BT IX.3 Hiy ching minh cdc hé thitc (IX.64 va 67) cho thé héa hoc va ning lugng ctia khi Fermi suy bién:
) 2
kT
D p=po1-2=| | +0(T%)
12\ o

2 2

BT IX.4 Bi€tring ning lugng ciia mot hat twong ddi tinh c6 khdi lugng tinh my va dong lugng p dudgc tinh:

e=cympc? +p? .

Xét trudng hdp van téc clia hat 1a rat 16n: |f)| >>mc (chuyén dong siéu twong doi tinh). Hay tinh:

Mtc ning lugng Fermi [y = €g va nidng lugng toan phan E, clia hé khi Fermi 1i twéng hoan toan suy
bién.
BT IX.5 Xét cic electron din trong ddng dugc xem nhu hé khi Fermi li tudng hoan toan suy bié&n.

1) Duing cong thic tinh s6 trang thai dQ(p) c6é d6 16n dong lugng trong khodng (p, p+dp) d€ tinh tryc
ti€p dong lugng Fermi pg. Suy ra cong thitc tinh mitc Fermi p = €.

2) C4c dinh gid tri s6 W, =€ d6i véi cdc electron din trong ddng. Cho bié't khdi lugng riéng clia dong
2 p=9x10> kg/m>. Knsi lugng nguyén ti cia ddng 1a 63,6 g/mol, v mdi nguyén tf  ddng cho mot
electron din. Cho biét: h=6,62 x107>* J.s, k =1,38x1072* J/K.

3) Giai thich tai sao ngay cd ¢ nhiét do 10’ K, thong k& Maxwell-Boltzmann vin khong thé dp dung
dugc cho céc electron din trong dong, néu ta gid st ring mic Fermi [, = €5 khong thay ddi theo nhiét do.



VAN PE IX.A

Ap dung ciia thdng ké Fermi-Dirac trong vat Iy thién vin: tinh 4p sui't lugng t trong sao lan tring
(Pé thi hoc ky mon Vat Iy Thong ké, Ly 4, nim hoc 2000-2001)

., N N _
Sao Iin tring (LT) gdm hai khi xem nhu tich biét nhau: khi électron ¢6 mat 4o hat v 1.5x10%m™ va

khi gdm nhitng ion véi mat do hat c6 do 16n tuong duong. Nhiét dd clia sao nay vao khodng T ~ 10’K . Do mat
dd hat c6 dd 16n ddng ké nhu trén, 4p suat do lyc hip din trong sao c6 khuynh hudng lam cho thé tich sao co
rit lai 12 rd't 16n. Nhitng nghién citu gin day cho thdy 4p suit nay dugc cin biing vdi 4p suit lugng ti clia khi
électron tao nén sao lam cho sao LT dugc bén vitng (S. Chandrasekhar, gidi Nobel Vat 1y 1983). Trong phan
sau, ta s& xét mot md hinh don gidn clia sao LT nhiim giai thich sy bén vitng clia sao nay. Ta sé chi dé y dén

L, N 1
khi électron, véi spin cua électron bang s = 5 .
A/ Khi electron hoan toan suy bién trong sao LT.

Gia st hé khi électron 1a khi Iy tudng c6 phd ning lugng 13 lién tuc.
1/ Chitng minh riing s& trang thdi tuong ng v6i dd 16n cla dong lugng clia électron trong khodng p va p+dp dudc

4V
d0(p) === p’dp ()

véi g =2s+ 1 1a bac suy bi€n clia électron vd h 12 hiing s& Planck.
2/ Xét trudng hop cédc électron 1a cdc hat phi tuong d6i tinh c6 khdi lugng 1a m.
a/ T (*), hdly suy ra sO trang thdi tuong Gng v4i ning lugng c6 gid tri trong khodng € va € + de la:

dQ(e) = 27;Vg (2m)3/281/2d8.

3

b/ Tir cong thite tinh s6 hat toan phin N ctia hé khi Fermi, hiy tim lai biéu thifc sau cho nhiét d6 Fermi:

h2 N 2/3
Tp=——o/ 3> —| |
2mk %

trong d6 m = 9.1 x 10731 kg va i =1.06 x 1074]s. Hay tinh gid tri s6 cda Tg.

3/ Xét trudng hgp cdc électron 1a cdc hat siéu tuong doi tinh, nghia 12 dong lugng cla électron
p>>mc, c 1a van td¢c 4nh sdng trong chan khong: ¢ =3 x 108m /s, khi do, ning lugng clia mdi électron dugc
tinh € = pc . Chitng minh ring nhiét do Fermi bay gid la:

1/3
Tp = @(3112 EJ .
k A%
Tinh gia tri s6 cla 7). trong trudng hop nay.

K&t lugn: t cdc gid tri clia T}, tinh trong hai trudng hgp phi tudng doi tinh va siéu tudng doi tinh, ta déu
co T/Tg << 1. Vay, trong c4 hai trudng hgp, khi électron trong sao LT déu dugc xem la khi Fermi Iy twdng
hoan toan suy bién.

B/ Ap sudt lugng tit ciia khi électron.
Ta xét trudng hgp khi électron trong sao LT 1a khi Fermi ly tudng tuong ddi tinh véi mdi électron c6

nang lugng € = pzc2 +m2c*.

1/ Tit cong thic tdng quét clia the 16n J khi phd ning lugng 1a lién tuc, diing tich phan tirng phan dé suy
ra ring:



A% — de 3
T=— 5 NE) pdp
37'[ h 0 dp
2 T N ~ ~ 2, z z ~ b dg ~ ~ d
v6i N(g) 1a s6 hat trung binh § trang thdi c¢6 ning lugng € va d_ la dao ham cua ¢ theo p.
p

2/ Cho riang khi électron 12 hoan toan suy bi€n ¢6 nang lugng Fermi &, dng v4i dong lugng Fermi pg .

Ching minh riing 4p suat lugng tif ciia hé dugc tinh:

243 ’
3n°hT \lpzc2 + m?%c*
A P A , Y 4 mZCZ L
Suy ra cong thic gan ding P = —— 3 PF 1- véi p>>mc.
12n°h PF
3/ Dung cong thic tinh sd électron toan phan N d€ tinh dong lugng Fermi pp theo N/V. Tur d6, ching
minh ring:
he OL4/3 1’1’1202 R2
P ~ 1 - )
127‘52/3 R4 h2ﬂ2/3 (12/3
» ‘M o , A o , A
véi o = ——, M 1a khoi lugng cua sao xem nhu khdi cau ban kinh R, m, la khoi lugng cua proton, li€n hé véi
8m,,
. Y M
s0 électron N qua hé thdc N = ——.
2m,,

Chinh 4p sudt lugng ti P nay da can bing vdi dp sudt hip din Pg:P+ Pg =0, d€ tao nén sy bén
vitng ctia sao LT. Chi y riing tif nhitng k&t qua trén, ta c6 thé tim dudc cong thic ndi ti€ng cha gidi han
Chandrasekhar, xdc dinh giai doan cudi clia qud trinh ti€n héa clia mot ngdi sao; nhitng sao cé khdi lugng con
lai (sau khi da can hét nhién liéu cho phan ¢ng hat nhan) nhd hon giéi han Chandrasekhar sé tr§ thanh sao LT,
va né€u vugt qué gidi han ndy sé trd thanh sao neutron hay 16 den trong vil tru.



	LỜI NÓI ĐẦU
	CHƯƠNG I : MÔ TẢ THỐNG KÊ HỆ VĨ MÔ
	I.A Những trạng thái vi mô khả dĩ
	I.B Phương pháp thống kê cho hệ vĩ mô
	I.C Tập hợp thống kê. Nguyên lý ergodic
	I.D En tropi thống kê
	BÀI TẬP
	VẤN ĐỀ I.A
	VẤN ĐỀ I.B
	VẤN ĐỀ I.C

	CHƯƠNG II : PHÂN BỐ VI CHÍNH TẮC. TIÊN ĐỀ CƠ BẢN CỦA CƠ HỌC THỐNG KÊ
	II.A Trạng thái cân bằng của một hệ vĩ mô
	II.B Tiên đề cơ bản của cơ học thống kê. Toán tử Liouville
	II.C Các tham số vĩ mô
	II.D Qúa trình thuận nghịch và qúa trình bất thuận nghịch
	BÀI TẬP
	VẤN ĐỀ II.A

	CHƯƠNG III : PHÂN BỐ CHÍNH TẮC - ỨNG DỤNG
	III.A Hệ cân bằng với hệ điều nhiệt
	III.B Giới hạn nhiệt động lực
	III.C Ứng dụng cho hệ cổ điển
	III.D Ứng dụng cho hệ lượng tử
	BÀI TẬP
	VẤN ĐỀ III.A

	CHƯƠNG IV : NHIỆT ĐỘNG LỰC HỌC THỐNG KÊ
	IV.A Các đại lượng nhiệt động lực học
	IV.B Cơ sở của nhiệt động lực học
	IV.C Khảo sát nhiệt động lực hệ khí lí tưởng cổ điển
	IV.D Lý thuyet động học chất khí
	BÀI TẬP
	VẤN ĐỀ IV.A
	VẤN ĐỀ IV.B
	VẤN ĐỀ IV.C
	VẤN ĐỀ IV.D

	CHƯƠNG V : PHÂN BỐ CHÍNH TẮC LỚN
	V.A Phân bố chính tắc lớn
	V.B Phân bố chính tắc lớn ở giới hạn nhiệt động lực
	V.C Biểu diễn số chiếm đóng 
	V.D Các thống kê lượng tử
	BÀI TẬP
	VẤN ĐỀ V.A
	VẤN ĐỀ V.B

	CHƯƠNG VI : THĂNG GIÁNG THỐNG KÊ Ở HỆ CÂN BẰNG
	VI.A Thăng giáng của mật độ hạt
	VI.B Thăng giáng của năng lượng 
	VI.C Thăng giáng của nhiệt độ
	BÀI TẬP

	CHƯƠNG VII : ỨNG DỤNG PHÂN BỐ CHÍNH TẮC TRONG MÔI TRƯỜNG ION HÓA
	VII.A Các khái niệm cơ bản
	VII.B Mô phỏng trong vật lý thống kê
	VII.C Plasma liên ket mạnh 
	VII.D Plasma liên ket yeu

	CHƯƠNG  VIII : PHƯƠNG PHÁP TOÁN TỬ THỐNG KÊ
	VIII.A Mô tả lượng tử một hệ vĩ mô
	VIII.B Toán tử thống kê. Tính chất
	VIII.C Toán tử thống kê trong vật lý thống kê
	BÀI TẬP

	CHƯƠNG IX : THỐNG KÊ LƯƠNG TỬ : KHÍ FERMI LÍ TƯỞNG
	IX.A Tính chất tổng quát
	IX.B Khí Fermi lí tưởng ở nhiệt độ thấp
	IX.C Khí Electron trong kim loại
	BÀI TẬP
	VẤN ĐỀ IX.A


