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CHUYÊN ĐỀ PHƯƠNG TRÌNH - HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
Phương pháp đặt ẩn phụ giải phương trình vô tỉ. 

Đoàn Thế Hòa -16 tuổi 
10A7-THPT Long Khánh - Đồng Nai. 

I. Các kiến thức cần nhớ. 
 1. Ta gọi là phương trình vô tỉ, mọi phương trình có chứa ẩn dưới căn thức. Hay 
nói khác đi, đó là phương trình có dạng   0f x  , trong đó  f x là một hàm số đại số vô 
tỉ (có chứa căn thức của biến số); x có thể là một biến (khi đó phương trình có một ẩn); x 
có thể xem là n biến với  1 2, ,...., n

nx x x x C   (khi đó phương trình có n ẩn). Ta đã biết 
rằng trong lý thuyết căn số có các định lý cơ bản sau đây: 
  a) Căn số bậc n của một số phức , 0,a C a  có n giá tri6 phân biệt. 
  b) Mỗi số thực đều tốn tại một căn số thực bậc lẻ duy nhất cùng dấu với 
nó. Mỗi số thực âm  , 0a a  không tồn tại căn số thực bậc chẵn bất kì. Mỗi số thực 

dương  , 0a a  có hai căn số thực bậc chẵn đối nhau, trong đó giá trị dương của căn 

số được gọi là căn số số học và được kí hiệu bởi 2k a . Căn bậc n bất kì  *n N  của số 0 

trên mọi trường đều bằng 0. Như vậy khi làm việc với các căn số thực, khi viết 2k A phải 

nhớ rằng
2

1/ 0 ( )

2 / 0( )k

A decanthuc co nghia

A dinh nghia can so so hoc





 

2. Phương pháp đặt ẩn phụ (ta tạm thời chia thành 4 dạng) .  
 a) Dạng 1: là việc sử dụng một ẩn phụ để chuyển phương trình ban đầu 

thành một phương trình với một ẩn phụ. 
  Ta lưu ý các phép đặt ẩn phụ thường gặp sau: 

 Nếu bài toán chứa  f x và  f x có thể: 

 Đặt:  t f x , điều kiện tối thiểu 0t  , khi đó   2f x t . 

 Nếu bài toán chứa    ,f x g x và      .f x g x k k const  có thể:

 Đặt:  t f x , điều kiện tối thiểu 0t  , khi đó   kg x
t

 . 

 Nếu bài toán chứa    f x g x ,    .f x g x và      f x g x k k const   có thể: 

 Đặt:    t f x g x  , khi đó    
2

.
2

t kf x g x 
 . 

 Nếu bài toán chứa 2 2a x có thể: 

 Đặt: sinx a t với
2 2

t 
   hoặc cosx a t với 0 t   . 

 Nếu bài toán chứa 2 2x a có thể:  

 Đặt:
sin

a
x

t
 với  ; \ 0

2 2
t      

hoặc
cos

a
x

t
 với  0; \

2
t 

    
 

. 

 Nếu bài toán chứa 2 2a x có thể: 
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 Đặt: tanx a t với ;
2 2

t     
 

hoặc cotx a t với  0;t  . 

 Nếu bài toán chứa a x
a x



hoặc a x
a x



có thể: đặt cos 2x a t . 

 Nếu bài toán chứa   x a b x  có thể đặt   2sinx a b a t   . 
   Chú ý:với các phương trình căn thức chứa tham số sử dụng 
phương pháp đặt ẩn phụ, nhất thiết ta phải đi tìm điều kiện đúng cho ẩn phụ. Để tìm điều 
kiện đúng cho ẩn phụ đối với các phương trình vô tỉ, ta có thể lựa chọn một trong các 
phương pháp sau: 
  + Sử dụng tam thức bậc hai. 
  + Sử dụng các bất đẳng thức. 
  + Sử dụng đạo hàm. 
  b) Dạng 2: là việc sử dụng một ẩn phụ chuyển phương trình ban đầu thành 
một phương trình với một ẩn phụ nhưng các hệ số vẫn còn chứa x . Phương pháp này 
thường được sử dụng đối với những phương trình khi lựa chọn ẩn phụ cho một biểu thức 
thì các biểu thức còn lại không biểu diễn được triệt để qua ẩn phụ đó hoặc nếu biểu diễn 
được thì công thức biểu diễn lại quá phức tạp. Khi đó thường ta được một phương trình 
bậc hai theo ẩn phụ (hoặc vẫn theo ẩn x ) có biệt số là một số chính phương. 
  c) Dạng 3: là việc sử dụng k ẩn phụ chuyển phương trình ban đầu thành 
một hệ phương trình với k ẩn phụ. Trong hệ mới thì 1k  phương trình nhận được từ các 
mối liên hệ giữa các đại lượng tương ứng. Chẳng hạn đối với phương 

trình:    m ma f x b f x c    , ta có thể đặt:
 

 

m

m

u a f x

v b f x

  


 
, suy ra m mu v a b   . 

Khi đó ta thu được hệ phương trình:
m mu v a b

u v c
   


 
. 

  d) Dạng 4: là việc sử dụng một ẩn phụ chuyển phương trình ban đầu thành 
một hệ phương trình với một ẩn phụ và một ẩn x .Ta thực hiện theo các bước: 
 Bước1: Đặt điều kiện có nghĩa cho các biểu thức trong phương trình. 
 Bước2: Biến đổi phương trình về dạng:  , ( ) 0f x x  . 

 Bước3: Đặt ( )y x , ta biến đổi phương trình thành hệ:
( )

( , ) 0
y x
f x y


 

. 

   Ta lưu ý rằng: 
    + Các hệ thu được thông thường là các hệ đối xứng. 
    + Chú ý các trường hợp: 
  Đặt ẩn phụ đưa về hệ đối xứng loại II: 
  Phương trình dạng: n nx b a ax b   . Đặt: nt ax b  thì lúc này ta thu được 

hệ phương trình:
n

n

x b at
t b ax

  


 
. 



Thuvienvatly.com 3 

  Phương trình dạng: x a a x   . Đặt: t a x  thì lúc này ta thu được hệ 

phương trình:
x a t

t a x

  

 

. 

  Phương trình dạng:  nn ax b c dx e x      với các hệ số thỏa mãn điều 

kiện rằng:
d ac
e bc




 
  

thì ta đặt: ndy e ax b   . 

  Đặt ẩn phụ đưa về hệ gần đối xứng.  
II. Bài tập. 

1./ Giải phương trình:    2 222 1 3 1 1 0nn nx x x       

 Vì 1x   không là nghiệm, chia hai vế của phương trình cho  21n x , ta có: 

 Phương trình đã cho tương đương: 1 12 3 0
1 1

n n
x x
x x

 
  

 
 (*) 

 Nhận xét rằng: 1 1. 1,
1 1

n n
x x
x x

 


 
nên nếu đặt: 1 1 1.

1 1
n n

x xt
x x t

 
  

 
 

 Khi đó: phương trình (*) 2
1

12 3 0 2 3 1 0 1
2

t
t t t

t t

 
        
  


  

 Bây giờ, ta xét hai trường hợp: 
        Trường hợp 1: nếu n  chẵn 
   Khi đó điều kiện của t phải không âm, do đó hai nghiệm trên bị loại. 
   Vậy: phương trình vô nghiệm. 
         Trường hợp 2: nếu n  lẻ 

   Với: t=-1 , ta được: 1 11 1
1 1

n
x x
x x

 
    

 
vô nghiệm. 

   Với: 1 ,
2

t    ta được: 1 1 1 1 1 2
1 2 1 2 1 2

n
n

n n
x x x
x x

  
      

  
. 

  Vậy: với n lẻ phương trình có nghiệm 1 2
1 2

n

nx 



. 

 
2./ Giải phương trình: 2 32 11 21 3 4 4 0x x x      

 Phương trình đã cho tương đương:    2 31 74 4 4 4 12 4 4 0 (*)
8 4

x x x        

 Đặt: 3 4 4u x  , khi đó phương trình (*) trở thành: 
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        
6 3

2 4 3

4 3

14 24 96 0

2 4 18 24 0

2 0
2 3

4 18 24 0( )

u u u

u u u u

u
u x

u u u vn

   

     

 
        

 

Vậy: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 3x  . 
Nhận xét: với bài toán này có lẽ nhiều người đọc vào sẽ thắc mắc ở phương trình (*) tại 
sao lại có thể biến đổi được như thế và tại sao lại làm vậy? Có phải tự nhiên hay may 
mắn để ta biến đổi như thế không? Câu trả lời cũng dễ thôi. Vì nhìn vào phương trình 
ban đầu ta khó lòng để đặt ngay đặt ẩn phu và bước biến đổi để được phương trình (*) từ 
phương trình đầu thông qua hệ số bất định. Ta cần tìm , ,   sao cho: 

   
   

22

2 2

2 11 21 4 4 4 4

2 11 21 16 4 32 16 4

1
816 2

74 32 11
4

16 4 21 12

x x x x

x x x x

  

     



  
   

      

        

 
 

      
    



đến đây ta tiếp tục giải như trên. 

 
3./ Giải phương trình:  )4)(6( xx 1222  xx  

 Đặt: y  = 242)4)(6( 2  xxxx  
  Với ,64  x  2 20 2 24y x x y       
                     2 22 12 12x x y      
 Phương trình đã cho trở thành: 

         2 212 12 0 ( 0)y y y y y        

     
5

3
3

x
y

x


    
 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  5; 3S    
 
4./ Giải phương trình: 2 23 21 18 2 7 7 2x x x x       
 Điều kiện xác định: 2 7 7 0 (1)x x    

 Đặt: 2 7 7 0x x y     thì 2 27 7x x y    

 (1) 2
1( )

3 3 2 2 5 ( )
3

y nhan
y y

y loai


      

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 2 2 1
7 1 1 7 6 0

6
x

x x x x
x
 

         
 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  1;6S    
 
5./ Giải phương trình: 2 23 4 3 6 18x x x x      

 Điều kiện xác định: 2 3 6 0x x    

 Phương trình đã cho tương đương:  2 23 6 4 3 6 12 0(*)x x x x        

  Đặt: 2 3 6 0x x t     

  

2(*) 4 12 0
2( )

6( )

t t
t nhan
t loai

    


   

 

  Với: 2 22 3 6 2 3 10 0t x x x x          

            
2

5
x
x


     

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  5;2S    
 
6./ Giải phương trình: 2 23 4 5 3 11 25 2 0x x x x x          
 Điều kiện xác định: 3x   
 Bình phương hai vế phương trình ta được: 

  
   

2 2

2 2

2 12 50 6 4 5. 3 0

2 4 5 20 3 6 4 5. 3 0

x x x x x

x x x x x x

       

          
 

 Thấy 3x  không phải là nghiệm của phương trình. 
 Xét: 3x   
 Chia cả hai vế cho 2 4 5. 3x x x   ta được: 

  
2

2

4 5 32 20 6 0
3 4 5

x x x
x x x
  

   
  

 

  Đặt:
2 4 5

3
x xt

x
 




, 0t   

  Phương trình trở thành: 22 6 20 0t t   
5( )

2( )
t nhan
t loai


   
 

   Với: 5t  , ta được: 2

21 161
221 70 0

21 161
2

x
x x

x

 


   
 



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Kết hợp với điều kiện vậy: ta nhận 21 161
2

x 
 là nghiệm phương trình đã cho. 

Nhận xét: với bài toán này ta không thể nhìn để đặt ngay được ẩn phụ mà phải thực hiện 
phép biến đổi mới có thể đặt được.   
 
7./ Giải phương trình: 2 32 5 1 7 1x x x      
 Điều kiện xác định: 1x   

 Phương trình đã cho       2 23 1 2 1 7 1 1 (*)x x x x x x         

 Thấy 1x  không thỏa mãn phương trình 

  
2 21 1(*) 3 2 7

1 1
x x x x

x x
   

  
 

 

 Đặt:
2 1 0

1
x x t

x
 

 


, ta được: 2
3

2 7 3 0 1
2

t
t t

t


   
 


 

  Với: 3t  thay vào giải ta được 4 6x    

  Với: 1
2

t  thay vào giải ta thấy phương trình này vô nghiệm 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  4 6;4 6S     

Nhận xét: Chắc hẳn nhiều người khi đọc lời giải đều thầy rất băn khoăn ở (*). Làm sao 
có thể định hướng viết lại như thế, thật là thiếu tính tự nhiên. Tuy nhiên ẩn sau sự thiếu 
tính tự nhiên đó là một điều hết sức tự nhiên. Nhìn vào đề bài ta sẽ cố gắng tìm cách đưa 
về dạng 2 2( ) ( ) ( ) ( )af x bg x cf x g x  , với 1f x  và 2( ) 1g x x x   . Vì vậy ta sẽ 
phải tìm được hai số và  thỏa mãn:    2 21 1 2 5 1x x x x x        . Đồng nhất 
hệ số ta có thể tìm ra được. 
 

8./ Giải phương trình: 32 1 2 1
2

yy y y y 
       

 Với: 0,y  đặt: 21, 0 1x y x x y       
       2 1y x    

 Phương trình đã cho trờ thành:
2

2 2 41 2 1 2
2

xx x x x 
       

            

   
22 22 2

2

2

41 1
2

41 1
2

41 1 (*)
2

xx x

xx x

xx x


    


    


    
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 + Nếu 1,x  ta có:
2 4(*) 1 1
2

xx x 
      

                                        

 

2

2

2

2

42
2

4 4
4 4 0

2 0
2 ( )
5 ( )

xx

x x
x x

x
x thoa
y thoa


 

  

   

  

 
 

 

 + Nếu 0 1,x  ta có:  
2 4(*) 1 1
2

xx x 
      

                2;1S  

2

2

42
2

4 4
0( )
1( )

x

x
x thoa
y thoa


 

  
 
 

 

Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là:  1;5S   
 
9./ Giải phương trình: 2 2 6 42x x    

 Đặt: 2 6,z x  với 6 (*), 0x z   

              2 2 2 26 6z x x z       

  Phương trình đã cho trở thành: 2 1 14536 0
2

z z z  
     

       2 2

1 1450
2
85 1456

2

85 145 ( )
2

z z

x z

x thoa

 
  


   


  

 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là: 85 145 85 145;
2 2

S
     
  

 

Nhận xét: Ngoài cách trên ta cũng có thể đặt: 2 , 0.t x t   
  Phương trình đã cho trờ thành: 6 42t t    
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 2 2

6 42
42 0 42

85 1770 06 42

42
85 145

85 145 2
2

t t
t t

t tt t

t
t x

t

   

    
     


    



 

 
10./ Giải phương trình: 2 2 27 2 3 3 19x x x x x x         
 Ta có: 2 2 27, 2,3 3 19 0x x x x x x x          
 Để cho gọn, ta đặt: 2 22 2 0x x t x x t         

 Điều kiện xác định:   71 4 2 0 (*)
4

t t      

 Suy ra: 2 7 5x x t     
       23 3 19 3 13x x t     

  Phương trình đã cho trở thành: 5 3 13t t t    với 7
4

t   

 Bình phương hai vế, ta có: 2 22 5 2 5 3 13 2 5 8( )t t t t t t t           
 Hai vế của phương trình    đều dương. 

 (Vì 7
4

t  ), ta có:    22 34 5 8 3 4 64 0t t t t t        

              
4

16
3

t

t



  


 

 Từ (*) 24 2 4t x x       

          2 1
2 0

2
x

x x
x


       
 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  2;1S    
 
11./ Giải phương trình: 2 2 5 1 2x x x      
 Đặt: 1,t x  với 21, 0 1x t t x      

 Phương trình đã cho viết lại:  21 4 2 1x x      

 trở thành: 4 4 2 1t     
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  

4 2

4 2

3

3

0 2
4 4 4

0 2
4 0

0 2
0

4 0

4 0, 0;2

0
1

t
t t t

t
t t t

t
t
t t

t t t

t
x

 
 

   
 

 
  
 

  
   

    

 
 

 

Vậy: nghiệm của phương trình đã cho là 1x  . 
 
12./ Giải phương trình: 3 34 3 1x x x    

 Điều kiện:
2

3

1 1
3 031 0 0 2 (*)24 3 0 3 13

2
2

x

xx x
x x

x
x

  


                    

 

 Với điều kiện (*), ta có:  23 24 3 1x x x    

                                             
6 4 2 2

6 4 2

16 24 9 1
16 24 10 1 0

x x x x
x x x

    

    
 

  Đặt 2 ,0 1,y x y   ta có:  3 216 24 10 1 0y y y      

  Nhận xét rằng phương trình đã cho có một nghiệm 1
2

x  do đó: 

   

    22 1 8 8 1 0

1
2
2 2

4
2 2

4

y y y

y

y

y

     

 


 


 

Các nghiệm này đều dương 

Từ (*) suy ra:  

Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là: 2 2 2 2 2; ;
2 2 2

S
      
  

 

Nhận xét:  @ Ngoài cách trên ta cũng có thể đặt: cosx t với 0 t    
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Phương trình đã cho trở thành: 3 24cos 3cos 1 cos sin sint t t t t     (vì sao?) 

                                                 

cos3 cos
2

3 2
2

3 2
2

8 2

4

t t

t t k

t t l

t k

t l









 




    
 

   
 

    
  

 
   

 

    với ,k l   
  Vì 0 t   nên ta có: 

                       

8,
58 2
8

3,
4 4

t
t k k

t

t l l t


 



 

 
     

 

      





 

  Do đó phương trình đã cho có ba nghiệm: 
 

                                

1

2

3

3 2cos
4 2

5 2 2cos
8 2

2 2cos
8 2

x

x

x







  


  


 

 

   @ Thật ra câu này là câu thứ ba của một bài hàm số mà câu thứ hai là 
câu khảo sát hàm số   34 3y f x x x   . Trong một bài toán hàm số, nếu có một câu 
đại số thì cách giải hay nhất là dựa vào các câu trên của bài hàm số. Phương trình 

3 24 3 1x x x   có thể xem là phương trình hoành độ giao điểm của đồ 

thị     3: 4 3C y f x x x   và đường   , đồ thị của hàm số 21y x  .  

Với 21 0 1 1x x       và 0,y  ta có:  2 2 2 21 1y x x y       

  là đường tròn tâm O bán kính 1R  . 

Do đó   là nửa đường tròn (O), nằm trên trục Ox và cắt đồ thị (C) tại 3 điểm phân 

biệt. Vì vậy phương trình 3 24 3 1x x x   có 3 nghiệm phân biệt. 
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13./ Giải phương trình:  2 21 1 1 2 1x x x      

 Điều kiện: 21 0 1 1x x       

 Đặt: sinx t  với ;
2 2

t      
 

 Khi đó phương trình có dạng:    2 21 1 sin sin 1 2 1 sin 1 cos sin 1 2cost t t t t t          

   

32 cos sin sin 2 2 cos 2sin cos
2 2 2 2

cos 0 ( ) 1
3 2 62 cos 1 2 sin 0 2

2 2 3 2 1sin
22 2

t t t tt t

t loai t xt t
t xt





    

                    

 

Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là: 1 ;1
2

S    
 

 

 

14./ Giải phương trình:
2

2 2
1

xx
x

 


 

 Điều kiện:
2 1 0

1
0

x
x

x
  

 


 

 Với điều kiện trên, đặt 1 , 0;
cos 2

x t
t

   
 

. 

 Khi đó phương trình có dạng:

2

1
1 1 1cos 2 2 2 2 sin cos 2 2sin .cos

cos cos sin1 1
cos

t t t t t
t t t

t

       


 

 Đặt:sin cos , 1 2t t u u    , suy ra
2 1sin .cos
2

ut t 
  

 Khi đó phương trình có dạng:  2 2
2

2 1 2 2 0 1 ( )
2

u
u u u u

u loai

 
         

 

     
sin cos 2 2 sin 2

4

sin 1 2 2
4 4 2 4

t t t

t t k t x



   


       
 

            
 

 

Vậy: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 2x  . 
Nhận xét: đối với bài này ta vẫn tiếp tục sử dụng lượng giác hóa, xong ở đây chúng ta sẽ 
nhận được phương trình lượng giác dạng đối xứng với sin và cos. 
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15./ Giải phương trình:
 
 

222
2

2

111
2 2 1

xxx
x x x


  


 

 Điều kiện:
1

0
x
x
 

 
, đặt: tan , ; \ ;0

2 2 4
x t t           

   
, khi đó: 

      
 

 
 

 
 

2 2 2
2

2

2 2

22 2

22 2 2

22 2

2 22

1 11 tan 1 1 ,
cos cos

2 tan 2 1 1sin 2 ,
1 tan 1 2 sin 2

2 11 tancos 2 sin 2 .cos 2
1 tan 1 1

4 1 12sin 4
sin 4 2 11

x t x
t t

t x xt
t x x t

x xt xt t t
t x x

x x x
t

t x xx

      


   

 

 
   

  

 
   



 

 Phương trình được biến đổi về dạng: 

  
 

    

2

2

1 1 2 4sin .cos 2 2cos 2 2
cos sin 2 sin 4
2sin .cos 2 1 cos 2 2sin .cos 2 2sin cos 2 sin sin 0

1 2sin sin sin 0 sin 1 2sin 1 sin 0

1 1sin
2 6 3.

t t t
t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t

t t x

    

       

       

     

 

Vậy: nghiệm duy nhất của phương trình đã cho là: 1
3

x  . 

 

16./ Giải phương trình: 221 1
3

x x x x      

 Nhận xét:  21 ; 1 1x x x x x x       

 Với điều kiện:
0 0

0 1 (*)
1 0 1
x x

x
x x
  

       
 

 Đặt: 1 , 0t x x t     
 Ta có: 

           

   
22

2 2 2

2
2

1 2 1 2

2 2, 0 0 2 (**)

1 2 1 2
1, 1 1

2

t x x x x

t t t

t x x x x x x
tx x t t

       

       

        


      
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  Từ (**)  1 2t     

 Phương trình đã cho trở thành:
2

22 11 . 3 2 0 1 2
3 2

t t t t t
          

 Từ   21 0 0 1t x x x x           

Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là  0;1S   
 

17./ Giải phương trình: 2 22 5 2 2 2 5 6 1x x x x       

 Điều kiện xác định: 2

5 73
42 5 6 0 (*)

5 73
4

x
x x

x

  


   
  




 

 Đặt: 22 5 6 0y x x     
     2 2 2 22 5 6 2 5 2 8x x y x x y          

  Phương trình đã cho trở thành:  2 28 2 1 8 2 1y y y y         

 Hai vế của phương trình   đều dương, ta có:

2 2

2

8 4 4 1
3 4 7 0

1
17

3

y y y
y y
y

y
y

   

   


  
  


 

  Do đó ta có: 2 2
1

2 5 6 1 2 5 7 0 7
2

x
x x x x

x


       
  


(thỏa) 

Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là: 7 ;1
2

S    
 

 

Nhận xét: ngoài ra với điều kiện (*) ta có thể đặt: 2 22 5 2 5 0u x x x x u       

Điều kiện: 2525 8 0
8

u u      

Phương trình đã cho trở thành: 2 2 6 1u u    2 2 6 1u u      
 Với 6 0 6,u u    ta có:  2 4 6 1 4 6u u u       
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  2

2

2

4 6 3 25
3 25 0

16 6 9 625 150

25
3

9 166 721 0

256
3

7
109

3
1

7 2 5 7 0 7
2

u u
u
u u u

u

u u

u

u

u

x
u x x

x

    

       
  
   
  


 

 



      
  


 

 

18./ Giải phương trình: 3 55 35 3 8x x x x   

  Phương trình đã cho tương đương với: 3 55 6 3 4 15 6 15 45 3 8 5 3 8x x x x      

  Đặt: 15 2y x với 0,y   ta có: 

        
3 2

2

5 3 8 0

1 5 8 8 0

1 0 1

y y

y y y

y y

  

    

    

 

 Do đó ta có:15 2 21 1 1.x x x       
Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là:  1;1S   . 
 

19./ Giải phương trình: 5 4

5 2

7 6 0x
xx

    

  Điều kiện: 0.x   Ta có phương trình đã cho tương đương: 

    5 4 5 9 5 3

5 2 5 5

7 6 0 7 6 0 (*)x x x
x x

        

 Đặt: 5 9 , 0,y x y   phương trình (*) trở thành: 
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  3 2

5 3

5 3 3

35 3

1
7 6 0 1 6 0 2 ( 0)

3

1 1

2 2 4 ( 0)

3 93

y
y y y y y y thoa y

y

x x

x x thoa x

xx


          
  
            

 

Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là:  333 9;1;2 4S   . 

 
20./ Giải phương trình: 21 1x x x x      

 Đặt: 2 21, 0 2 1 2y x x y y x x x                

          
2

2 22 1, 2 1
2

y xx x y x 
      

 Phương trình đã cho trờ thành:  
2

22 1 1 2 1 2 0
2

y xy y y x 
         

 Với điều kiện ' 2 0,x   phương trình    có hai nghiệm là: 

                         1 21 2 ; 1 2y x y x     

  + Với: 1
11 2 ,0 ,
2

y x x    ta có:
2

2 2 1 2 0
2

y xx x x x 
       

  + Với: 2 2
2 1 2 2 2y x x x x x x x         

     2 0
0

1
x

x x
x


     
 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  0;1S   
 

21./ Giải phương trình: 24 1 4 1 1x x     

 Điều kiện: 2

1
4

4 1 0 11 (*)
24 1 0 2

1
2

x

x
xx

x

x

 
        
 

 

 Bình phương hai vế phương trình đã cho, ta có:  

  
      

      

2 2

22 2

4 1 4 1 2 4 1 4 1 1

2 4 1 4 1 3 4 4 4 2 1

x x x x

x x x x x

      

         
 

 Đặt: 2 22 1 4 1 2 3, 4 1 2y x x y x y y          
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  Phương trình   trở thành: 

   

  

        

     

2

2

2 2 22

2

3 2

2 2 3 2 4

4 0

4 2 3 2 4 2 2

2 2
2 0

4 2 3 2 2

2 2
2 2
6 8 8 0

y y y y

y

y y y y y y

y
y

y y y y

y
y y
y y y

   

   
      

  
   
    
  
   
    

 

  ( Hàm số   3 26 8 8g y y y y    lấy giá trị âm trên toàn miền  2;2 ) 

 Do đó ta có: 12 1 2
2

x x    . 

Vậy: nghiệm của phương trình đã cho là 1
2

x  . 

 

22./ Giải phương trình:    42 2 21 2 1 2 2 1 2 4 1x x x x x x x          

 Với điều kiện:
2

222

0 22 0 0 2
2 12 11 2 0

xx x x
x xx xx x

          
       

 

                        
 22

0 20 2
0 2 (*)

2 1 0 1 0

xx
x

x x x

        
     

 

 Ta có:    42 2 21 2 1 2 2 1 2 4 1x x x x x x x          
 

             22 2 2 21 2 1 2 2 2 1 2 4 1 (2)x x x x x x x x                  

 Đặt: 2 2 22 , 0 2t x x t t x x       

          22 2 22 1 1 0 1 (**)x x t x t t            

 Phương trình (2) trở thành:    22 21 1 2 1 1 2 (3)t t t t       

 Mặt khác, với mọi  1;1 ,t  ta có: 
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 
   

2 2 2 2

22 2

2

1 1 2 2 1 1 2 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

t t t t t

t t t

t t t

          

      

      

 

 Ta lại có: 2 2 20 1 1 1 1t t t        

                                            
2 2

2

2 1 1

1 1 2 (4)

t t

t t t

    

     
 

 Từ (3) và (4), ta có: 

   

   

 

22 2 2

6 4 2 2

2 4 2

2

2 1 1 2 2

4 10 8 2 2

4 10 7 0

0

t t t

t t t t

t t t

t

   

      

   

 

 

   0t  , thỏa (**) 

 Do đó ta có: 2 0
2 0

2
x

x x
x


    
 (thỏa) 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  0;2S   
 

23./ Giải phương trình: 52 2 1 2 2 1
2

xx x x x 
         

 Với: 1,x   đặt 21, 0 1y x y x y       

 Phương trình đã cho trở thành:
2

2 2 42 1 2 1
2

yy y y y 
       

             

2

2

41 1
2
41 1

2

yy y

yy y


    


   

 

 + Nếu: 1,y  ta có:
2

242 4 4 0 2
2

yy y y y
       , thỏa 

        3x   

 + Nếu: 0 1,y  ta có:
2 42 0 1,
2

y y x
       thỏa. 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là:  1;3S    
 
24./ Giải phương trình: 2 12 1 36x x x     
 Điều kiện xác định: 1x   
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 Đặt: 1t x  , phương trình đã cho trở thành: 2 12 36 0x x   . Xét phương trình 

theo ẩn t  ta được: 6 6tt
x

 
  

  Với: 6 6tt
x

 
  , ta có:  6 6 x t  . Do 6x  không phải là nghiệm nên 

6
6

t
x




 hay 61
6

x
x

 


. Bình phương hai vế ta giải ra được 3x  . 

  Với: 6 6tt
x

 
  thì  6 6x t    nên phương trình vô nghiệm. 

Vậy: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 3x  . 
Nhận xét: ta có thể tổng quát bài toán lên thành 2 22x ax b x a b    , lời giải cho 
trường hợp tổng quát tương tự lời giải trên. 
 
25./ Giải phương trình: 23 2 1 4 9 2 3 5 2x x x x x         

 Với điều kiện:  
23 2 0

1 (*)3
1 0 1

x x
x

x x

         

 

 Đặt: 3 2 1, 0 (**)t x x t      

            
  2

2 2

4 3 2 3 2 1

2 3 5 2 4 3

t x x x

x x t x

     

     
 

  Phương trình đã cho trờ thành:  24 9 4 3t x t x      

             

2 6 0
2

3

t t
t
t

   

 
  

 

 Từ (**) 3t   

                        

 

2

22

2

2 3 5 2 9 4 3 12 4
12 4 0

3 5 2 6 2

3
19 34 0

1 3
2
17

2

x x x x
x

x x x

x
x x

x
x
x

x

       

  
   


 

  
 

 
 

 

 

Vậy: Phương trình đã cho có một nghiệm duy nhất là 2x  . 
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26./ Giải phương trình:   3 34 1 1 2 2 1x x x x      

  Đặt: 3 1,t x  với 0t  2 3 1t x   . 
  Khi đó phương trình có dạng:      3 24 1 2 1 2 1 2 4 1 2 1 0x x x x t x t x            

 Ta có:      2 24 1 8 2 1 4 3x x x       do đó pt đã cho có nghiệm:
 4 1 4 3
4

x x
t

  
  

     23

3
3

3

1
2 1 0 2

22 1 01 2 1
1 3212 41

34
4

x
x

xt x xx x
xt x

x
x

                                


 

Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là: 3
3 ;2
4

S
    
  

 

 
27./ Giải phương trình:  2 23 1 3 1x x x x      

 Đặt: 2 2 21, 0 1 1y x y x y        
 Phương trình đã cho trở thành: 

     2 23 3 3 3 0
3

y x
y x x y y x y x

y


          
 

 Vì 2 1y x  nên 2y x x y x      

 Do đó ta có: 2 23 1 8 2 2y x y x         

Vậy: tập nghiệm của phương trình đã cho là:  2 2;2 2S    

 
28./ Giải phương trình: 22 1 1 3 1 3x x x x        
 Điều kiện xác định: 1 1x    
 Phương trình đã cho tương đương:   21 2 1 2 1 1 3 1 0 (*)x x x x x           

 Đặt: 1 0, 1 0,u x v x       khi đó phương trình (*) trở thành: 
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     
         

     

2 2 2 2

2

2

2 2 3 0 2 2 2 0

2 2 2 0 2 1 0

2 0 1 2 1
1 1 1 1

5 3
1 4 1 1 2 4 1
1 2 2 1 11

2
35

3
4 3

11
2

u v v u uv u uv u v uv v

u u v u v v u v u v u v

u v x x
v u x x

x
x x x x
x x x

x

xx

x

           

           

    
         


                   

 


  
   

5 3
53

32
1 21
2

x
x

x
x


           

 

Vậy: phương trình đã cho có tập nghiệm là: 3 3;
2 5

S
    
  

 

Nhận xét: Cũng như trên chắc chắn nhiều người cũng sẽ thắc mắc làm thế nào để biến 
đổi được thành phương trình (*). Ta cũng dùng hệ số bất định. Ta cần tìm ,   sao 
cho: 

   
 

2 2
3 1 1

3

1 2
3 1

x x x

x x

 

   

  
  

     

      

     
     

. Đến đây chắc được rồi nhỉ, ta tiếp tục giải như trên. 

 
28./ Giải phương trình: 4 48 7 3x x     
 Đặt: 4 44 8 0 8 8u x u x x u          
       4 44 7 0 7 7v x v x x v          
        4 4 15u v    

 Ta có hệ:   2 2 2 2

4 4

33
, 0 15

15 , 0

v uu v
u v u v u v
u v u v

   
      

    

 

             
  

2 2

2 2

3 3
15 0 3

5, 0

v u v u
u v u v u v u

u v u vu v

            
     
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      22 2

0 3 0 3

2 3 3 5 2 3 2 6 9 5

u u

u u u u u u

                
 

                     
3 2

0 3 0 3
24 18 36 32 0

u u
uu u u

    
       

 

                     
4

4

8 2 8 16
8

7 17 1

x x
x

xx

            
 

Vậy: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 8x  . 
 
 

Bài tập đề nghị có hướng dẫn: 
  Giải phương trình: 2 2 9 3x x x x      

Đặt: 2 9 , 0y x x y     
Giải phương trình ta được tập nghiệm là:  0;1S   

 Giải phương trình: 2 23 7 3 13x x x x      

Đặt: 2 3 7 , 0y x x y     
Giải phương trình ta nhận 3 à 6x v x   làm nghiệm phương trình đã cho. 

 Giải phương trình:    2 23 2 1 1 1 3 8 2 1x x x x       

Đặt: 22 1 1x t    
Giải phương trình ta nhận 0x  là nghiệm phương trình đã cho. 
 Giải phương trình:    24 6 2 12x x x x      

Đặt:   4 6y x x    

Giải phương trình ta được tập nghiệm là:  3;5S    

 Giải phương trình:    33 2 21 2 1x x x x     

Với điều kiện: 1 1x   , ta đặt: sin , ;
2 2

x t t       
 

Tập nghiệm của phương trình đã cho là: 1 2 2 2 1 2;
2 2

S
      
  

 

 Giải phương trình:
2

35
121

xx
x

 


 

Điều kiện: 1x  . Nhận xét rằng x 0 0VT   pt vô nghiệm, do đó 1x   

Đặt: 1 , 0;
cos 2

x t
t

   
 
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Phương trình đã cho có tập nghiệm là: 5 5;
4 3

S    
 

  

 Giải phương trình:    25 2 3 3x x x x     

Đặt: 2 3y x x  , 3x   0, 0x y   
Phương trình đã cho có tập nghiệm là:  4;1S    

  Giải phương trình: 2 2 5 2 3 2 5 7 2x x x x         

Đặt: 52 5 , , 0
2

y x x y     

Phương rình đã cho có nghiệm là 15x   
 Giải phương trình:    1 3 2 1 3 4 2x x x x x         

Đặt: 1 3y x x     
Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 1x   

 Giải phương trình:  24 4 12 2 16x x x x        

Đặt: 4 4y x x     
Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 5x   

 Giải phương trình:      13 1 4 3 3 0
3

xx x x
x


     


 

Đặt:     213 3 1
3

xy x y x x
x


     


 

Lưu ý rằng:  Nếu 3x  thì 0y   
          Nếu 1x   thì 0y   

Phương trình đã cho có tập nghiệm là:  1 5;1 13S     

 Giải phương trình: 2 2 2 22 2 1 2 2 5 2 6 9 2 10 13 5x x x x x x x x             
Đặt: 2 22 2 1 2 2 1 0x x u x x u         

 21 2' 1 2 0 2 2 1
2 2

u u x x            

Tương tự, ta có: 

 2 23 2 3 22 2 5 ; 2 6 9
2 2

x x x x       

 2 22 10 13 4 2 5
2

x x VT       

Phương trình đã cho vô nghiệm. 

 Giải phương trình: 2 1
2

x x
x


 


 

Đặt: 2, 0y x y x y     
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Phương trình trở thành:
2

3 2
2

2 1 2 2 0
2

y y y y y
y


     


 

Giải phương trình trên ta được tập nghiệm phương trình đã cho là:  0;4 2 3S    

 Giải phương trình: 12 3 0
1

x x
x x


  


 

Đặt: 1 1, 0
1

x xy y
x x y


   


 

Phương trình đã cho có nghiệm là: 4
3

x   

 Giải phương trình: 332 2 1 1x x    
Đặt: 3 33 2 1 2 1 2 1u x u x x u         

Ta có hệ đối xứng loại II đã biết cách giải:
3

3

2 1
2 1
u x
x u

  


 
  

Phương trình đã cho có tập nghiệm là: 1 5 1 5; ;1
2 2

S
       
  

 

 Giải phương trình: 3 2 1 1x x     
Đặt: 3 33 2 2 2u x u x x u         

      
2 2

3 2

1 0 1 1
1

v x v x x v
u v

        

  
 

Giải hệ:
3 2

1
1

u v
u v
 


 

ta được tập nghiệm phương trình đã cho là:  1;2;10S   

 Giải phương trình: 3 312 2 7 7x x     
Đặt: 3 312; 7u x v x     
Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là: 15x   
 Giải phương trình: 3 2 1 1x x     

Với điều kiện: 1 0 1x x    ta đặt:
33

2

2 2
1, 01

u x u x
v x vv x

      
     

 

Tập nghiệm của phương trình đã cho là:  1;2;10S   

 Giải phương trình:       2 23 3 32 7 7 2 3x x x x        

Phương trình đã cho viết lại:       
2 2

3 3 32 7 7 2 3x x x x        

Đặt:
33

3 3
33

2 2
9

77

u x u x
u v

v xv x

         
    

 

Tập nghiệm của phương trình đã cho là:  6;1S    
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 Giải phương trình: 2 24 2 3 4x x x x      

Đặt: 2, 4 , 2 2, 0u x v x x v       , ta có hệ:
2 2

2 3
4

u v uv
u v
  


 

 

Tập nghiệm của phương trình đã cho là: 2 14 ;0;2
3

S
     
  

 

 Giải phương trình: 3
1 1 1
2 2

x x     

Với điều kiện: 1
2

x   

Đặt:

33

2

1 1
2 2

11 , 0
22

u x u x

v x vv x

       
       

, ta có hệ:
3 2

1
1

u v
u v
 


 

 

Tập nghiệm của phương trình đã cho là: 17 1 1; ;
2 2 2

S     
 

 

 Giải phương trình: 24 9 7 7 , 0
28
x x x x

    

Viết lại phương trình:
24 9 1 77

28 2 4
x x     

 
, đặt: 1 4 9 3 7,

2 28 2 7
xy y 

    

Khi đó ta có hệ:

2

2

1 7 7
2
1 4 9
2 28

y x x

xy

   


     

 

Nghiệm duy nhất của phương trình đã cho là: 50 3
7

x 
  

 Giải phương trình: 3 31 2 2 1x x    

Đặt: 33 2 1 1 2y x y x     , phương trình chuyển thành hệ:
3

3

1 2
1 2

x y
y x

  


 
 

Tập nghiệm của phương trình đã cho là: 1 5 1 5; ;1
2 2

S
       
  

 

 Giải phương trình:  3 3 3 335 35 30x x x x     

Đặt: 3 3 3 335 35y x x y     , khi đó ta có hệ:
 

3 3

30

35

xy x y

x y

  


 
 

Tập nghiệm phương trình đã cho là:  2;3S   


